Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



THÉORIE 



ANALYTIQUE 



DES PROBABILITÉS. 



THÉORIE 



ANALYTIQUE 



DES PROBABILITÉS; 



Par m. le comte LAPLACE, 



Chancelier du Sénat-Conservateur, Grand-Officier de la Légion d'Honneur; 
Membre de l'Institut impérial et du Bureau des Longitudes de France j 
des Sociétés royales de Londres et de Gottingue ; des Académies des 
Sciences de Russie, de Danemarck, de Suède, de Prusse, de Hollande) 
dltalie , etc. 

PREMIÈRE PARTIE. 









PARIS, 

M"' V* COURCIER^ Imprimeur-Libraire pour les MathématicpeSj 

quai des Augustios^ n"" S/.. 

l8l2. 



. • « 



A 



NAPOLÉON-LE-GRANa 



Sire, 



La bienveillance avec laquelle Votre Majesté 
a daigné accueillir l'hommage de mon Traité de 
Mécanique Céleste, m'a inspiré le désir de Lui 



dédier cet Ouvi'age sur le Calcul des Probabilités. 
Ce calcul délicat s'étend aux questions les plus 
importantes de la vie, qui ne sont en effet, pour 
la plupart, que des problèmes de probabilité. Il 
doit, sous ce rapport, intéresser Votre Majesté 
dont le génie sait si bien apprécier et si dignement 
encourager tout ce qui peut contribuer au progrès 
des lumières et de la prospérité publique. J'ose 
La supplier d'agréer ce nouvel hommage dicté par 
la plus vive reconnaissance, et par les sentimens 
profonds d'admiration et de respect, avec lesquels 
je suis. 



SIRE, 



DE VOTRE MAJESTÉ, 



Le tarès-humble et très-obéissant 
seryiteur et fidèle sujet, 

LAPLACE. 
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Je me propose d'exposer dans cet ouvrage , l'analyse et les 
princ^es nécessaires pour résoudre les problèmes concernant les 
probabilités. Cette analyse se compose de deux théories que j'ai 
données, il y a trente ans, dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences. L'une d'elles est la Théorie des Fonctions génératrices : 
l'autre est la Théorie de VapproxinuUion des Formules fonctions 
de très'grands nombres. Elles sont l'objet du premier Livre , dans 
lequel je les présente d'une manière encore plus générale que dans 
les Mémoires cités. Leur rapprochement montre avec évidence , 
que la seconde n'est qu'une extension de la première , et qu'elles 
peuvent être considérées comme deux branches d'un même calcul , 
que je désigne par le nom de Calcul des Fonctions génératrices. 
Ce calcul est le fondement de ma Théorie des Probabilités^ qui 
fait l'objet du second Livre. Les questions relatives aux événe- 
mens dus au hasard, se ramènent le plus souvent avec Ëicilité, a 
des équations linéaires aux difierences simples ou partielles : la 
première branche du calcul des fonctions génératrices donne la 
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méthode la plus générale pour intégrer ce genre dMquations. Maïs 
quand les événemens que l'on considère , sont en grand nombre y 
les expressions auxquelles on est conduit , se composent d'une si 
grande multitude de tenues et de facteurs, que leur calcul numé- 
rique devient impratieabfe j il est <lonc alors Indi^ensable d'avoir 
une méthode qui les transforme en séries convergentes. C'est ce 
que la seconde branche du Calcul des Fonctions génératrices 
Mt avec d'autant plus d'avantage, que la méthode devient plus 
nécessaire. 

Mon objet étant de présenter ici les méthodes et les résultats 
généraux de la théorie des probabilités , je traite spécialement les 
questions les plus délicates , les plus difficiles , et en même tems 
les plus utiles de cette théorie. Je m'attache surtout, à déterminer 
là probabilité des causes et des résultats indiqués par îes événe- 
mens considérés en grand nombre , et à chercher les lois suivant 
lesquelles cette probabilité approche de ses limites , à mesure que 
les événemens se multiplient. Cette recherche mérite l'attention 
des Géomètres , par l'analyse qu'elle exige : c'est là principalement 
que la théorie de l'approximation des formules fonctions de grands 
nombres, trouve ses. applications les plus importantes. Cette rcp- 
cherche intéresse les observateurs, en leur indiquant les milieux 
qu'ils doivent choisir entre les résultats de leurs observations , 
et la probabilité des erreurs qu'ils ont encore à craindre. Enfin , 
elle mérite l'attention des philosophes , en faisant voir comment la 
régularité finit par s'établir dans tes choses mêmes qui nous pa- 
raissent entièrement livrées au hasard, et en dévoilant les causes 
cachées, mais constantes, dont cette régularité dépend. C'est sur 
la régularité des résultats moyens des événemens considérés en 
grand nombre , que reposent divers établissemens , tels que les 
rentes viagères, les tontines, les assurances, etc. Les questions qui 
leur sont relatives , ainsi qu'à l'inoculation de la vaccine , et aux 
décisions des assemblées électorales, n'ofiOrent aucune dijficulte 
d'après ma théorie. Je me borne ici à résoudre les plus générales j 
mais l'importance de ces objets dans la vie civile , les considéra- 
tions morales dont ils se compliquent, et les observations nom- 
breuses qu'ils supposent, exigent un ouvrage à part. 



DES PROBABILITÉS. « 

Si Ton considère les méthodes analytiques auxquelles la théorie 
éx^ (NrobabiHtés a déjà donné naissance , et celles qu'elle peut fidre 
nsâtre encore ; la justesse des principes qui lui servent de base , 
la logique rigoiur-euse «t délicate qu'exige leur emploi dans la solu^ 
tion des problèmes; les établissemens d'iÀîfité puMique qui s'appuient 
sur elle : si l'on observe ensuite que dans les choses même qui 
ne peuvent être souHiises au calcul y cette théorie donne les aperçus 
les plus sûrs qm puissent nous guider dans nos jugemens, et qu'elle 
apprend à se garantir des illusions qui souvent nous égarent ; on 
Terra qu'il n'est point de science plus digne de nos méditations , 
et dont les résultats soient plus utiles. Elle doit la naissance à deux 
Géomètres français du dix-septième siéde, si fécond en grands 
hommes et en grandes découvertes , et peut-être ide tous les siècles 
celui qui Êdt le plus d'honneur à l'esprit humain. Pascal et Fermât 
se proposèrent et résolurent quelques problèmes sur les probabi-> 
lités. Huyghens réunit ces solutions , et les étendit dans un petit 
traité sur cette matière, qui ensuite a été considérée d'une manière 
plus générale par les BemouUi , Montmort, Moivre, et par plusieurs 
Géomètres célèbres de ces derniers tems. 
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1 . CoNCETONs une suite de termes disposés sur une Kgne hori- 
zontale , et tels que chacun d'eux dérive des précédens , suivsmt 
une loi donnée : supposons cette loi exprimée par une équation 
entre plusieurs termes consécutifs, et leur indice, ou le nombre qui 
indique le rang qu'ils occupent dans la série : cette équation est 
ce que je nomme équcUion aux différences finies à un seul indice 
variable. L'ordre ou le degré de cette équation, est la différence 
du rang de ses deux termes extrêmes. On peut, à son moyen , 
déterminer successivement les termes de la série , et la continuer 
indéfiniment ; mais il faut pour cela, connaître un nombre de termes 
de la série , égal au degré de l'équation* Ces termes sont les ccms* 
tantes arbitraires de l'expression du terme général de la série , ou 
de l'intégrale de l'équation aux différences» 

Concevons maintenant , au-dessus des termes de la série précé- 
dente , une seconde série de termes disposés horizontalement î 
concevons encore, au-dessus des termes de la seconde série, une 
troisième série horizontale, et ainsi de suite à l'infini, et suppo- 
sons les termes de toutes ces séries, liés par une équation générale 
entre plusieurs termes consécutif , pris tant dans le sens horizon- 
tal, que dans le sens vertical, et les nom])res qui indiquent leur 



Î)ES JPROBABILITjéS. 5 

rang dans les deux sens. Cette équation est ce que )e nomma 
équation aux différences finies partielles à deux indices ponables. 

Concevons pardllement au-dessus du plan qui renferme les séries 
précédentes , un second plan renfermant des séries semblables^| 
dont les termes soient placés respectivement au-dessus de ceux 
que contient le premier plan. Concevons ensuite au-dessus de ce 
second plan , un troisième plan renfermant des séries semblables » 
et ainsi à l'infini. Supposons tous les termes de ces séries y liép par 
une équation entre plusieurs termes consécutifs , pris tant dans le 
sens de la longueur , que dans les sens de la largeur et de la pro- 
fondeur , et les trois nombres qui indiquent leur rang dans ces 
trois sens. Cette équation est ce que je nomme équation aux diff^ 
rences finies partielles à trois indices variables. ^ 

Enfin y en considérant la chose d'une manière abstraite et indé* 
pendante des dimensions de l'espace , concevons généralement un 
système de grandeurs qpii soient fonctions d'un nombre quelconque 
d'indices variables, et supposons entre ces grandeurs, leurs diffé- 
rences relatives à ces indices et les indices eux-mêmes , autant 
d'équations qu'U y a de ces grandeurs ; ces équations seront aux 
différences finies partielles à un nombre quelconque d'in^ces 
variables. 

On peut à leur moyen , déterminer successivement ces gran- 
deurs. Mais de même que l'équation à un seul indice, exige que 
l'on connaisse un certain nombre de termes de la séries de même 
l'équation à deux indices exige que l'on connaisse une ou plusieurs 
lignes de séries, dont les termes généraux peuvent chacun être 
exprimés par une fi^nction arbitraire d'un des ih<Uces. Pareillement, 
l'équation à trois indices exige que l'on connaisse un ou plusieurs 
plans de séries , dont les termes généraux peuvent être exprimés 
chacun par une fonction arbitraire de deux indices, et ainsi de suite. 
Dans tous ces cas, on pourra, par des éliminations successives , 
déterminer un terme quelconque des séries. Mais toutes les équa- 
tions entre lesquelles on élimhie, étant comprises dans un même 
système d'équations générales j toutes les expressions dès termes 
successifs que l'on obtient par ces éliminations , doivent être com- 
prises dans une expression générale , fonction des indices qui dé- 

terminenjt le rang du terme. Cette expression est l'intégrale d^ 
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Véqaûàon proposée aux diffêr^Qices , et sa recherche est Tobjet dit 
calcul intégrai. > 

Si Ton <2eBçoit les incUoes -des séries que noas T^enoos de consî^ 
dérer , comme infinis ; et qu'^en drnsant cimcoii ' d'eux par tna 
nonibre infini, mais constant , on représente ces divers qaotiens 
par aiftant de variables ; si Fon regarde ensuite , comme dîfifêrence 
inllimnent petite d'une qudconque ^e ces variabies y l'unité divisée 
j^ té tiombre infini constant qui lui t)errespofid; enfin, â l'on né^ 
^iîge les puissances supérieures de ces infinimrat petits, rdative^ 
ment auxinférieiTres, et les infiniment petits euic-mâmes, eu égard 
aux quantités finies ; lea équations aux diflfêraices finies seront 
transformées dans des équations aux diiSfi^rences infiniment petites, 
dont les intégrales seront ceDes des équations aux dîflerences finies', 
dans lesquelles on aura substitué , au Eeu des indices , les variables 
correspondantes, en négligeant pareiUement les iodSiniment petits', 
Tdiâtivement aux quantité finies. 

Les quantités qu'on néglige dans ce passage du fini à Finfiniment 
petit, semblent ôter au cdctd infinitésimal, la rigueur desr^ultàls 
géométriques ; mais il suffit , pour la lui rendre , d'envisager les quaijh 
'^tés que l'on conserve dans le développement des équations aux 
difierences finies et de leurs intégrales , par rapport aux puissances 
des difierences indéterminées , comme ayant toutes pour &cteurs 
leurs plus petites puissances , dont «n compare entre eux les coefil* 
ciens. Cette comparaison étant rigoureuse , le calcul d^^rentiel qui 
n'est évidemment que cette comparaison même , ti toute la rigueur 
des autres opérations algébriques. Mais la considération^s infini- 
ment petits de di£^ens ordres que l'on reconnaît souvent avec 
Êicilité par l'inspection seide des grandeurs , et l'omission des infi^. 
oiment petits d'un ordre supérieur à celui que l'on conserve, k 
mesure qu'As se présentent , simplifient extrêmement les calculs , 
et sont Fun des principaux avantages de Fansdyse infînitésnnale , 
qui d'ailleurs , çn réalisant les infiniment petits , donne par mie 
premièreapproximation, les dififêrences et les sommes des quantités. 

Le passage du fini à Finfiniment petit, a l'avantage d'éclairer plû- 

eieurs points de Fanalyse infinitésimale ,'qui ont été l'objet de grandes 

contestations parmi les géomètres. Cest ainsi que fai fait voir daiis 

''le» Mémoireâ de rAcadcmie des ScieûCiës, pourFarmée 1779, tt 
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^eje démontrerai ci-après , la possibilité d'iatroduire des fonctions 
arbitraires discoDlinues dans les intégrales des équations aiis diffé- 
rences partielles, pourvu que ces fonctions eoieut assujéties à des 
condidoDs déterminées. Les résultats transceadans de l'analyse sont, 
comme toutes les abstractions de l'entenderaent, des signes géné- 
raux, dont on ne peut connaître la véritable étendue, qu'en remon* 
tant par l'analyse mathématique, aux idées élémentaires qui y ont 
conduit, ce qui présente souvent de grandes difficultés ; car l'esprit 
humain en éprouve moins encore à se porter en avaitt, qu'à se 
replier sur lui-même. 

■ • H paraît que Fermât, le véritable inventeur du calcul différentiel, 
a considéré ce calcul coimne une dérivation de celui des difierences 
finies, en négligeant les infiniment petits d'un ordi'e supérieur, par 
rapport à ceuxd'un ordre inférieur : c'est du moins ce qu'il a fait dans 
sa métliode de maximis, et dans celle des tangentes, qu'il aéteudue 
aux courbes transcendanlca.Onvoit même parsa belle solution du 
problème de la réfraction de la lumière , ensupposant qu'elle parvient 
d'un point à un autre dans le tcms le plus court , et en concevant 
qu'elle se meut dans les divers milieux diaphanes , avec différentes 
vitesses j on voit, dis-je, qu'il savaitétendre son calcul, aux fonctions 
irrationnelles, eu se débarrassant des irrationalités, par l'élévation 
des radicaux aux puissances. Newton a depuis rendu ce calcul plus 
analytique, dans sa Méthode des fluxioas, et il en a simplifié et 
généralisé les procédés, pai' l'invention de son ihéorèmc du binôme. 
Enfin, presqu'en même tems, Léibnitz a enrichi le calcul différentiel 
d'une notation très-heureuse , et qui s'est adaptée d'elle-même à 
l'extension que le calcul différentiel a reçue par la considération 
des diffcrentielles partielles. La langue de l'analyse . la plus par- 
faite de toutes les langues, étant par elle-même un puissant ins- 
trument de découvertes ; ses notations , lorsqu'elles sont nécessaires 
et heureusement imaginées , sont les germes de nouveaux calculs. 
Ainsi la simple idée qu'eut Descartes, d'indiquer les puissances re- 
présentées p^u- des lettres, eu écrivant vers le haut de ces lettres, 
les nombres qui expriment Je degré de ces puissances , a doni.é 

I naissance au calcul exponentiel; et Léibnitz a été conduit par sa 
notation, à l'aïudogie singulière des puissances et des différences. 
Le calcul des fonctions génératrices , qui dffuuc la véritable origin» 
k 
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de cette analogie, oflQre tant d'exemples de ce transport des expo-» 
sans des puissances aux caractéristiques , qu'il peut encore être 
considâhS comnie lé Calcul exponentiel des caractérfetiques. 
. Le calcul des différences finies et des sonmies des fonctions 
rationnelles et entières d'une variable y a précédé le calcul diffé-^ 
rentiel; mais la ceUsidératiàa 4es équations aux.dîfierences finies, 
a suivi celle^des équations aux différences infiniment petites. A la 
vérité, les termes généraux des progressions arithmétiques et géo- 
métriques, qaef on connaissait depuis ton^tems, ne sont au fond 
que les intégrales d'équations aux différences finies , données par 
^'égalité des rapports arithmétiques et géométriques à des cons-* 
fiofeces ; maiÀ on ne les avait pas envisagés sonsf ce point de tlict 
l'un de ceux qui, se rattachant à des théories générales , ont plut? 
£kms fois conduit à ces théories^ et sont par là de véritables 
^découvertes. 

:> Tajlor et Moivre sonfe^ si fe ne me Irompe, les premiers qui 
iMenft MBsidéré les équations aux diflërenoes finies» Moivre a iat^r: 
gré généralement les équations linéaires aux difiersncea finies ,à 
ooeffidens constans , et qu'il a désignées sous le nom ^échelles des 
suites récurrentes. Sa théorie est une des choses les plus curieuses 
ist les plus utiles que l'on ait trouvées sur les suites. J'ai considéra 
depuis , les équations linéaires* aux différences finies partielles ; pli)- 
«ieurs géomètres se sont ensuite occupés du même objet L'inté* 
gration de ces équations , comme tout ce qui concerne les séries ^ 
découle avec une extrême facilité de la théorie des fonctions 
génératrices* 
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Des Fonctions génératrices y à une variable. 

1. OoiT y:, une fonction quelconque de «j ai l'on forme la suite 
infinie 

on peut toujours concevoir une fonction de t^ qui déreloppée 
suivant les puissances de t^ donne cette suite : cette fonction est 
ce que je nomme fonction génératrice Aty^. 

La fonction génératrice d'une variable quelconque^,, est donc 
généralement une fonction de t , qui développée suivant les puis- 
sances de f , a cette variable pour coefficient de ^ ; et réciproque- 
ment , la variable correspondante d'une fonction génératrice , est 
le coefficient de if dans le développement de cette fonction suivant 
les puissances de /; ensorte que l'ei^posant de la puissance de t^ 
indique le rang que la variable y^ occupe dans Ja série que l'on 
peut concevoir prolongée indéfiniment à gauche , relativement aux 
puissances négatives de /. 

Il suit de ces définitions , que U étant la fonction génératrice de 

- yi^ celle de j^,^., est p ; car il est visible que le coefficient de tr 
dans p est égal à celui de ^"^^ dans u ; par conséquent il est égal 

Le coefficient de if dans w-Q — i) est donc égal à ys^i—yxy 

ou à la difierence des deux quantités consécutives^,^, et^,, diflFé- 
rence que nous désignerons par A.^,, A étant la caractéristique 
des diffîrences finies. On a donc la fonction génératrice de la di£^ 



30 THÉORIE ANALYTIQUE 

rence finie d'une quantité variable., en multipliant par ^ — i , la 

fonction gënâratrice de la quantité elle-même. La fonction généra 
trice de la différence finie de A .y, , différence que Ton désigne par 

A'.^,, est ainsi w/i — ij; celle de la différence finie de A* -7, 

ou A^y, estu/j — 1 j ; d'où l'on peut généralement conclure que 

la fonction génératrice de la différence finie A'.j^, est w.Q— iV 
Pareillement , le coefficient de t* dans le développement de 

«•(«+f + J + J -f-/.) 

est 

en nommant donc v •yx cette quantité , sa fonction génératrice sera 

Si l'on nomme vV# ce que devient v.jk* lorsqu'on y change j^, 
dans V'J^*; si Ton nomme pareillement vV* ^ que devient v*./^ 
lorsqu'on y change v-j^# dans v*-j#> et ainsi de 3uitej leurs foncr 
lions génératrices correspondantes seront 

etc.; 
■tl génénJenMBBt la fonctitm génératrice de ^.y» sera 

«•(«+7 + 4^ +0- 

De là il est facile de conclure généralement que la fonction géné- 
ratrice de A'. 7'.^,^; €at 

On peut %fxéaià»KC encore œt lésuHats^ en supposant que t ^y* 
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représente \me fioocâcm qadcon^e Iméàbte finie on infinie, der 
J^jtjj^M^tjjs^my etc. j que v^.j^^doit Gecfoe derient v-^*> lorsqu'on 
y change ^, dans v-^*i que v^-^x soit ce que devient ^^.jxy 
knrsqfn'on y change v^f^f ^» V*-JK*> ^ ^si de stdtej u étant la 
fitmctkm génératrice de^,, u^s^ dera la foiMïfiôn génératrice de 
V'.^^, ^ étast ce que défient v-^* > lorsqik'bn y change ^, dans 

, y^-^t da» i , Ji^-â dans ^., etc. Ceh est encore yrai, lors-» 

cp» f est un nombre négatif, on même fi^ctionnaire et incom- 
mensurapbk , enr fidsant toutefois à ce résout , des modifications 
convenables. 

Représentons par 2 la caractéristique des intégrales finies , et 
nommons z la fonction génératrice de 2'.j, , u étant la fonction 

gé^^rateice dfe y, î ^-G "^ ^y ^^^ P^ ^ ^ précède, la fonction 

génératrice de^',. Mais cette fonction doit, en n'iayant égard qu'aux 
puissances positires de t, se réduire à u qui ne renferme que des 
puissazices positives de ^, si Ton n'étend Hntégrale multiple 2*.j^' 
qu'axut taleurs posHires de ^ ^ on aura donc alors 

^•(^ — i^r,4-_4-_^-_ + _^ 

d'où l'on tire 

A^B^ C i^ étant des constantes arbitraires qui répondent 

aux i constantes arbitraires qu'introduisent les i intégrations suc- 
cessives de 2' .jr,. 
En Êdsant abstraction de ces constantes y la fonction génératrice 

de 2^^, est ^•(7—1) 5 ensorte que l'on obtient cette fonction 

génératrice , en changeant i dans — £, dans la fonction génératrice 
de ùf.jf^i Ar'.^j, est donc alors égale à 2^jr,» j c'est-à-dire que tes 
difiFérences négatives se changent eu intégrales. Mais si l'on a égard 
aux constantes arbitraires , il feut , en passant des puissances po- 
sitives de i — là ses puissances négatives , augmenter u de la série 

jI R d 

7 -►• jT •+• ^ -H «te. r prolongée ^squ'à ce que la- nomtoe de ms 



y 
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termes soit égal à l'exposant de ces puissances. On peut appli- 
quer des considérations semblables , à la fonction génératrice de 

Vy,^ ' ■ 

On voit par ce qui précède , de quelle manière les fonctions gé- 
nératrices se forment de la loi des variables correspondantes. 
Voyons maintenant comment les variables se déduisent de leurs 

fonctions génératrices, s étant une fonction quelconque de -, si 
Ton développe s^ suivant Icé puissances de ^, et que Ton désigne 

h • 

par- un terme quelconque de ce développement; le coefficient 

de ^ dans -^, sera >&.j^,h.»; on aura donc le coefficient de f dans 

1/ .«*, coefficient que nous avons désigné précédemment par v^^yij 

1*. en substituant dans s^y^ au lieu de i; a**, en développant ce 

que devient alors s' suivant les puissances de^„ et en transportant 
a l'indice x, l'exposant de la puissance de^,; c'est-à-dire , en décri- 
vant jk*^ i au lieu de {y^Y ; J^x ^% au lieu de (j,)V^tc-î ^t ^^ mul- 
tipliant les termes indépendans de^,, et qui peuvent être censés 
avoir {y^y pour facteur, par j^x- Lorsque la caractéristique v se 

change en A, ^ est, par ce qui précède, égal à i-— i ; on a donc 
alors 

^ •JKx=^x^i— i.j^xH.i-, + -"Y^-JKx^i-. — etc. 

Si au lieu de développer s^ suivant les puissances de -, on le 
développe suivant les puissances de i — i , et que l'on désigne 
par k.(j — lY, un terme quelconque de ce développement j le 
coefficient de t' dans ^^^.Q — i\ sera^. A^.jKxJ on aura donc v'.^,j 
1'. en substituant dans ^, ^y, au lieu de \ — i , ou, ce qui revient 

au même , i + A .y, au lieu de - ; a*, en développant ce que devient 

alors s^ suivant les puissances de A .y^^ et en appliquant à la carac- 
téristique A , les exposans des puissances de A .y^ , c'est-à-dire en 
écrivant A .y^ au lieu de ( A .y^)\ AV^, au lieu de (A .jr, y^ ^c. ^ 
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et en multipliant par (A.^,)% ou, ce qui.est la même chose, parjj^^ 
les termes indépendans de A .^,. 
Généralement, si Ton considère s comme une fonction de ir, 

r étant une fonction de ^ , telle que le coefficient de t* dans ur ,' 

soit D.^r; on aura v'-^»> en substituant dans s^.Q.jr^ au lieu de r; 
en développant ensuite s' suivant les puissances de D .jKx , et en 
appliquant à la caractéristique D , les exposans de n -jk« ? c'est-à-l 
dire , en écrivant n .jk* au lieu de (n .y,) , n* .y s au Heù de (D . j^,)*, etc. ; 
et en multipliant par y^ les termes indépendans de a .^:,i. * 

Le développement de y' .y, par une série ordonnée suivant les 
variations successives n-jK*» O* «jK* > etc. , se réduit donc a la for- 
mation de la fonction génératrice de ^„ au développemeiit de cette 
fonction , suivant les puissances d'une fonction donnée ; enfin , 
au retour de la fonction génératrice ainsi développée , aux coeffi- 
ciens variables correspondans ; les exposans des puissances du 
développement de la fonction génératrice , devenant ceux de la 
caractéristique de ces coefficiens. On voit ainsi l'analogie des puis- 
sances avec les différences, ou avec toute autre combinaison dea 
coefficiens variables consécutife. Le passage de ces coefficiens à 
leurs fonctions génératrices , et le retour de ces fonctions déve-^ 
loppées aux coefficiens , constituent le calcul des Jonctions généra-- 
trices. Les applications suivantes en feront connaître Tesprit et les 
avantages. 

De V interpolation des suites à une variable , et de ^intégration des 

équations différentielles linéaires. 

3. Toute la théorie de l'interpolation des suites se réduit à dé- 
terminer, quel que soit f , la valeur de^^^j , en fonction des terme» 
qui précèdent ou qui suivent y,. Poxur cela , on doit observer que 
Yx^i est égal aux coefficiens de t^^t dans le développement de z/, 
et par conséquent égal au coefficient de f dans le développement 

de ^ 5 or on a 



• « 
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]>e plus ^ le coeffîckxd de fj dans le développement de Uj est^,; 

ce coefficient dans le développement de u.Q' — iVest A.^, j 

dans le développement de wYj— i j, il est égal à A*.j^», et ainsi 

de suite ; l'équation précédente donnera donc , en repassant des 
fonctions génératrices aux coefficiens^ 



b-A I ^«(^ A a I *•(* ^ï}-(«^— «) A3 -, I A#y» 

j^*H-i=j^*+^-A .j^,4- Y^ • A* .jr,H — ,^ g . à' -jTaH- etc. 

Cette équation ayant Eeu quel que soit /, en le supposant même 
fractionnaire^ sert à interpoler les suites dont les difi&encea aucr 
cessives vont en décroissant. 
Si Ton a Féquation aux différences finies 

A\^,= o; 

fe série précédente se termine , et Ton a, quel que soit iy en fai:- 
sant X nul, 

C'eist Tiotégrale ccniplète de Féquation proposée aux ëSSicences^ , 
y^y ÙL.y^^. .^»ÙL^^^.jr^ étant les n constantes aiintraires de cette 
intégrale. 

Toutes les manières de développer la puissance i, donnent 

lautajot d^ manières différentes d'interpoler les suites^ Soîé > par 
exemple , 

en développant -^ suivant les puissances de a, par la formule (p) 
du a"" ai du second livre de la Mécanique céleste ^ on aura. 



u 
u 



' • i.a ' i.a.3 



V 1.3-.3.4 

ft étant égal à ^.Q- — i h le coefficient de <* dans le développement 
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4e zM€6t , par le n^s, 4.^,.,; oe mê]»ie ooefficient dans u.u^eèt 
A*.^,..,, et ainsi de suite. L'équatiou précédente donnera donc ^ 
en repassant des fonctions génératrices aux coefficiens, 



4. Voici maintenant une méthode générale d'inteq)olation ^ qui 
SI l'avantage de s'appliquer , non-seidement aux séries dont les 
diflerences des termes finissent par être mffles , mais encore ans 
séries dont la dernière raison des termes est celle d'une suite quel- 
conque récurrente. 

Supposons d'abord que l'on ait 

et cherchons la valemr de p dans une suite ordonnée par rapport 
aux puissances de z. U est dair que p est égal au coefficient de ^ 
dans le développement de la fraction — ^. Si l'on multiplie le nu- 

mérateur et le dénominateur de cette fraction par i — 0.^^ on aura 

çelie-ci 

1— e.« 



•■-i^ 



i--fl.(i+*)+ô** 

L'équation (i) doime 

* 1 ' • 

ce qui change la fraction précédente dans celle-ci , 
or on a 
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4'ailleurs le coefl&cient de fl' dans le développement de . _^y , est 



5.(5 4-')' (^ + g)" "C'y 4" y-" >) ^ 
i.a.3....r '' 



d'où a suit que le coefficient de fl' est, l^ i^- i ,4ans le dévelop- 
pent de Trzrgy ? ^'- ^ ' ^^"*"i l's*"^^^ > ^^^ ^^ développement de 
fl_ 30^ a^i).i.(/+i).(/+.).(£+5)^ j^ j^ développement de 

^^_^y , et ainsi du reste ; donc si Ton nomme Z le coefficient de 8^ 
dans le développement de la fonctton 



on aura 



^-.i+iH j-^;^g .^^ i.a.3.4.5 ^ 

(£-fl).(£-i).i.(f+0.(/+fl).(î+3).(/+ 4) js . ^t^. 

•" . 1.3.3.4.5.6.7 ! 



ou 



^ ' ^ l ' i.a.3 • i.a.3.4.5 • i 

5i l'on nomme ensuite Z' le coefficient de 0', dans le développe- 
ment de 

e 
(i_fl)*_».e> 

on aura Z' en changeant i en i — 1 dans Z , ce qui donne 

l ' i.a.3 ' i.a.3.4*5 ' I ' 

on aura ainsi Z — t.Z' pour le coefficient de fl* dans le dévelop-? 

pement de la fraction 

1 — 6.t 



ce sera par conséquent l'expression de p ; partant 

l^u.ÇZ-^tZO^' 



Cela 
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Cela posé, le coefficient de v dans *, est^;^.?. Ce même coeffi- 
cient, dans un terme quelconque de u.Z ^ tel que h.u.z\ ou 
h.u.f.{j — 1^ est, pfiùr le n*. a, h.ÙL^.y^^^ Dans un terme quel- 

conque de u.t.Z\ tel que h.u.i.z^ ou >t.w.r*"* /- — 1 J , ce coefficient 

" est ^, A»'.^,^^, j on aura donc, en repassant des fonctions générà- 
. trÎGdi» à leurs coefficiens , 



\^<^^^^^r^-^'-r 



*-»»I * 



1.2.0.4.0 •^ J 

On peut donner les formes suivantes à l'expression précédente. 
Soit Z^ ce que devient Z' lorsqu'on y change i dans i — 1; et 
par conséquent, ce que devient Z lorsqu'on y change i dans i— «a. 
Ii^éqnation 

.donnera -pj = Z' —t.Z'y ^ 

ftar oonséqaent, ? = T — '^"• 

En ajoutant ces deux valeurs de p , et prenant la moitié de leur 
somme , ou aura 

or on a 
partant 
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d'où Ton conclut , en repassant des fonctions génératrices aux 
coefficiens , 

t».(i»_i).(i«_4 ^, , ^ 

+ ..a.5.4.S.6 ♦^''J-«-»+CtC. 

4-|'.(A.^,+A.^,_0+^' . Ç^ .(A3.j._.4-A^^;:^) 

Cette formule sert à interpoler entre un nombre impair 9^+1 de 
quantités équidistantes ; Fintervalle commun qui les sépare étant pris 

pour unité , y^ est la moyenne des grandeurs y^^yx^y^ y%x ; 

et i est la distance de ^,^1 à cette moyenne. L'expression précé- 
dente est alors symétrique relativement à ces grandeurs; car 
A' •ys^x , par exemple , est égal hiy^^x—V^m+y^j > et A .y^+ù. .y^^ 
est égal à y^^^ — ^x-i- Ainsi les quantités placées au-dessus et au- 
dessous de la moyenne jk« y entrent de la même manière dans cette 
expression. 

Si Ton change i en / ^f* 1 dans la dernière expression de p ,; 
et si l'on en retranche cette expression elle-même ; on aura l'ex- 
pression de p^ -~ î^ , ou de ^i*(j — 1) ; cû divisant ensuite cette 

valeur par r — * 1 > on aura 

En repassant des fonction3 génératrices aux coefficiens^ on aura 
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^'^'^^ï^'^'^ . i.(A«.j.-.+ A*.^^) 4- etc. 

Cette formule sert à interpoler entre un nombre pair 2x de quan- 
tités équidistantes ^y^^t ^i^m-^i étant les deux quantités moyennes. 
Elle est disposée d'une manière symétrique relativement aux 
quantités également distantes du miUeu de IMntervalle qui sépare 
les quantités extrêmes : ce milieu est l'origine des valeurs de / + !;, 
qui sont positives au-dessus , et négatives au-dessous. 

Toutes ces expressions de^,^i sont identiques, et telles que si 
Ton conçoit une courbe parabolique dont i soit l'abscisse , et^^^^ 
l'ordonnée, et dont l'équation soit ceUe qui donne l'expression 
de j^;,^f ; cette courbe passera par les extrémités des ordonnées 
ys.y^-^tjjTs^^j etc.; ^s^.yys^^y etc. On peut ainsi, en prenant 
les difierences finies successives d'un nombre quelconque de 
coordonnées , fidre passer une courbe parabolique par les extré- 
mités de ces coordonnées. 

5. Supposons généralement 

^ = « + f + ^ + J +ï£n + J; (a) 

on aura 



1 ^ 


« —a 
9 


b 


C 

"9«* " 




ce qui donne 










1 




b 


C 


-- ^; 



éliminant .^ du second membre de cette équation , au moyen de la 

m 

proposée (a), on aura 

1 p.jz^a) pb + q.jz-a) 
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Cette expression de -^ ne renferme que des puissances de j d^in 
ordre inférieur à n. En la multipliant par j , on aura une expres- 
sion de -^ , qui renfermera la puissance ^ ; mais en éliminant 
encore cette puissance , au moyen de la proposée (a) , on réduira 
l'expression de -^ à ne contenir que des puissances de j infé- 
rieures à n. En continuant ainsi , on parviendra à une expression 
de i , qui ne renfermera que des puissances de i moindres que n , 
et qui sera par conséquent de cette forme 

Z , ^^*\ Z^''\ etc. étant des fonctions rationnelles et entières de r ^ 
dans lesquelles la plus haute puissance de z ne surpasse pas -: 

Cette manière de déterminer i serait très -pénible, si i était un 

grand nombre ; elle conduirait d'ailleurs difficilement à Pexpressioii 
générale de cette quantité. On y parviendra directement de la ma- 
nière suivante. 

i est égal au coefficient de fl' dans le développement de la frac- 
tion — ^. Si Ton multiplie le numérateur et le dénominateur de 



1 — 

t 



cette fraction par 

^ct si dans le numérateur on substitue au lieu de ^ar, sa valeur 
a + - 4- - 4- etc. , on aura 

\ 

en divisant le numérateur et le dénominateur de cette fraction 
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par 1 — ^ , elle devient 

+ J .{c.^^ + e.^'^K. -••+y) 

+ ^.(^•8-^ + y) 

etc. 

C.6" + &.•«-» + C.6"-* +p.e + <7 — a.ô*' 

La recherche du coefficient de fl' dans le développement de cette 
fraction, se réduit à déterminer, quel que soit r, le coefficient 
de fl' dans le développement de la fraction 

iï.e'« + 6.6*-' + c.fl»-» — ^-p.e + ç — 2.Ô»' 

Pour cela , considérons généralement la fraction ^ , P et Q étant 

des fonctions rationnelles et entières de ô , la première étant d'un 
ordre inférieur à la seconde. Supposons que Q ait un facteur 
Ô — a élevé à la puissance s , ensorte que l'on ait 

Q==(e-«)'.i?, 

R étant une fonction rationnelle et entière de 6. On pourra décom- 

P A B 

poser la fraction tj en deux autres r^^ ., + ^ j ^ et 5 étant des 

fonctions rationnelles et entières de 8; la première, de Tordre 5-— -i 
et la seconde , d'un ordre inférieur à R ; car il est visible qu'en 
substituant pour u4 eX B ^ des fonctions de cette natcpre , avec 
des coefficiens indéterminés ; en réduisant ensuite les deux fractions 
au même dénominateur , qui devient alors égal à Q ; en égalant 
enfin la somme de leurs munérateurs à P ; la comparaison des puis- 
sances semblables de 6, donnera autant d'équations qu'il y a de 
coefficiens indéterminés. Cela posé, l'équation 

A B p 
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en faisant fl = a dans le premier terme ; fl = et' dans lè second 
terme ; fl = a" dans le troisième terme , et ainsi de suite. 

Maintenant^ soit 
En développant la fraction 



F—z.i' 



dans une suite ordonnée par rapport aux puissances àez^on aura 

"p- ^" fTA "T" ^3 *n ^4 n* cic. 

le coeflScient de fl' dans le développement de la fraction ^ est , 
par ce qui précède, égal à 

1 

ÔH-i . (8— «0'. (fl— A^TetcT 

. l f 

' "^ 6'^»..(0— «c)'.(ô— *0' . etc. 

^+ etc. 

pourvu qu'après les difi^rentiations , on suppose fl = a dans le 
premier terme; ô = a' dans le second terme; 9 == a" dans le troi-. 
sième terme , etc. S'il n'y a qu'un seul facteur 6 — a , la fonction 

renfermée entre les* deux parenthèses , se réduit à g;^ , 9 devant 

être changé en a après les difierentiations , ce qui réduit la quan- 
tité (o) à 

Si dans l'expression de /^, quelques - uns des facteurs 9 — a , 
6 — flt', etc. , sont élevés à des puissances plus hautes que l'unité ; 
par exemple , si fl — a est élevé à la puissance m ; il sera élevé à la 

puissance — * ms dans ^,; et alors il Êiut changer le premier terme 

de 
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àe la quantité (o) dans le suivant 

i.a.3...(iiw— i),a' • 35^^^^ • 6^^ . (9— «')' • (ô— *')' • «te. ' 

«t dans les autres termes , il faut changer (fl — a)', dans(ô— a)"\ 
Représentons généralement par Z^'"'^, la quantité (o) ; le coeffi^ 

oient de fl*, dans le développement de la fraction ^^^ ^^ , sera 

^P'4-Zf:?„ . z4-Z« . . ^•4-Za. . -s' + etc. î 

on aura donc pour le coefficient de 6' dans le développement à» 
la fraction (^ 

l = ^'LZ^^^,+z.Z^l.^,-^z\Z^%^,-^zKZ^2,.^, 4- etc.] 

+ c- [^tU.+-^.-ZjlU.+^*.Zi!i.^.-f-z3.Zji'.,^ + etc.] 

+ ^- [.Z^t^'^^-Z^Zn^'i-z\Z^,,^'hz'.Z%^, + etc. ] 
-i-etc. 

^-L^<-ii+jT*''**2j_»»4.,'T"-**.Z,_3»4„-t*etc.J 

^ 7 • 1+<z£l^+z.Zfl\.^4-z\Zf:?3.^,+etc.]l 
etc. 




^•[-^i^ji-«-i'+''^'^il»«4-i4"'**'^i-3ii-hi'4*^tC 




(^) 



-+• etc. 



Présentement , si l'on désigne par v «J^* la quantité 

par v*-^*> ce que devient v-J* lorsqu'on y change j^, dans v-y*; 
par v'.^ir, ce que devient v*-j# lorsqu'on y chauge v-y* dan» 

4 
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^\y^ , et ainsi de suite. Il est visible, .par k n* a , qoe le o^effideiiS 
de f dans le développement de ^^ sera v'-^^-i-rî en multipliant 

donc réquation précédente par i/ , et en ne considérant dans chaque 
terme que le coefficient de f^ c'est-à-dire , en repassant des foûc- 
iions génératrices aux coeffîciens ; on aura 

'-f-^etc. 

+ ctc. 

+ J^s^.^[e.Z\^l.^,....+g.Z^t^] 

+ etc. 



+y-J^*4--*-^i-iH..+V-V.j^xH-»^^î:l^i4-^ + etc. 



Cette formule servira à interpoler les suites dont la dernière raî- 
«cm des termes est celle d'une suite récurrente ; car il est clair que 
dans ce cas, v*^*, V*»j^* > etc. vont toujours en dimimiant, et 
finissent par être nuls dans l'infini. 

6. La formule (B) s'aîrête lorsque i'on a 7'.j,r=io, r étant un 
nombre entier positif quelconque ; et alors l'expression précédente 
de j,^i devient l'intégrale de l'équation aux différences finies 
V'*ji=o'y ce qui est analogue à ce qu'on a vu dans le u* 3. 
Relativement à l'équation A'.jki = g, supposons v-j'i = o, ou, ce 
qui revient au œême^ 

«i lV>n fdH 9 wAy 4aii8 la formule (B) da n* précédent , elte 
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devient 

+^.-[c.^S^.+^-^fiU.... +îr-^!?;T 

H-J.-[^.2fl^. 4-2'-2.^ 

^o, J^ijj^.. f . . .j',-, sont les n premières valeurs de j^,; ce sont les 
n constantes arbitraires que Tintëgrale de l'équation v J^i = o 
introduit. 

La valeur de Zfl\^, est égale à 

a.*'-"-*^.(cL—«0. («*—*''). etc. a.u:^-"^.(/-^) . («'—<«'') .etc. ^''^* 



Ainsi jy étant égal- à <». (8^-«-a). (dr*-âe/) . (d— ^7* ^^* ? ^ preanier dé 
ces termes devient 



et 



~7^ 

pourvu que Ton change G en a dans -^t- ; en n'ayant donc égard 

qu^ii terme multiplie par ^ ^ Pexpressioti précédente de y^ dis^ 
viendra 






'''' ~ ~7i!:i+^s.(é?.«'^' +?.*•> 



lin changeant successivement dans le second membre de %ette 
équation , et en a', a!\ etc. , et réciproquement ; on aura autant de 
termes qui ajoutés au précédent , formeront Texpression com- 
plète de^,. 
Nommons i la fonction qui dans le premier terme, multiplie 

-^, ensorte que ce terme soit -7. Si deux racines a et a' sont égales, 

Q sera de cette form» ( ô — «)••//• On supposera que a et a', au 
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lieu d'être rigoureusemélKt égaux, diffèrent infiniment peu, ensort* 
que et' = a+ffei. Alors la somme des deux termes dej^i relatifii 

aux racines et, et «', sera 

I / y. k \ 

%' étant ce que devient h lorsqu'on y change ot en et' ; Z/ et V 
étant ce que devient L lorsqu'on y change 6 en le et a'. Cette 
Quantité est donc égale à 

mais on a 

6 devant être changé en a après les diflFérentiations, La somme 
des tonnes de Fexpression de y^y relatif aux deux racines égales^^ 
est donc ^ 

doL 

On trouvera de la même manière , que si Q contient trois facteurs 
égaux , la somme des termes de Texpression de yt relatifs à ce» 
trois facteurs, est 

dK ^ 

' I . fl . 5 ' d'J^ , 

et ainsi de suite , Zp^ étant , par ce qui précède , le coefficient 

de G' dans le développement de ^; il en résulte que j/^j est le coeffi- 
cient de 6* dans le développement de la fonction 

yo.CA.fl-^^ + c.Ô— + q) 

+j^,. (c.fl«-' + ^.fl— +g) 

+rf(^-fl'"' +y) 

a.6»+i.6»-'-f cô-- * ^-p.l + ç 



X 
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Cette fonction est donc la fonction génératrîcc de yi ou de la 
variable principale de l'équation aux différences x/.yixzno. La 
formule (^) du n"* précédent, donnera pareillement la valeur de 
^i, ou l'intégrale complète de l'équation aux différences v*ty< ==<>.• 
y^^ V-yoiy^j V->^i;*--J'«-.i> V-ym^i seront les a/i arbitraires de 
cette intégrale. Le cas des racines égales se résoudra de la même 
manière que ci-dessus. On aura par la même formule , l'intégrale 
des équations aux différences v' -^^ = o , v* •>"< = o , etc. , ce qui 
montre l'analogie qui existe entre l'interpolation des suites et l'in- 
tégration des équations aux différences. 

Soit j^i=3j^j+j^, et supposons que m' soit la fonction généra- 
trice de y, y et u!' celle de ^j, u étant celle de yi j on aura 

u = u'+u". Soit encore 

f/ A 

X ayant la signification que nous lui avons donnée dans le n* 5 ; 
et nommons Xt le coefficient de f dans le développement de A ; 
on aura par le n"" a , 

Maintenant on a, par le n* 5, 

1 f' 



or le coefficient de f*, dans le développement du second membnr 
de cette équation, est égala celui de 8''^"' dans le développement d9 



et par le n* précédent, ce coefficient est égal à Z^'r^); donc le coeffi- 
cient de ^ dans le développement de 4 > sera 

OU 2 . Xr-Zj!:;'!, , l'intégrale étant prise relativement à r, depuis r= o» 



r 
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Itisqu'à r= r— tmH- i i ce sera lici Taleur de j'f . Cela posé y af dana là 
Ibrmnle (3) du n* précédent, on suppose v'*j'i=ojeUe d0imera, 
en observant que jk< =j^ +J'?> 






• • • 



yc9 V-y.>--»7'"*-:Ko; jKi> V-^d ctc, étant les 7ï« arbitraires de 
Fintégrale de réquation v'-j^»=o, ou 

or v'-J'J étant égale à -Xi, cette équation devient 

on aura donc , par la formule précédente , Fintégrale des équations 
linéaires aux différences finies dont les coefficiens sont constans ^ 
dans le cas où elles ont un dernier terme fonction de i. 

L'intégrsde définie^ relative à r Ji.Xr.Z^!l^l,,y peut être facSement 
transformée dans une suite d'intégrales indéfinies ^ relatives à i j cac 
l'expression générale de Z^S^^^r ^^t formée de ns termes de la forme 
I. rf^ . ct% T étant, une fonction de i indépendante de la ^afiable r ; 
Fintégrale précédente est donc composée d'intégrales de la forme 
7.2/^.a'. JSTri cette dernière intégrale devant être prise depuis r nul 
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jusqu'à r:^i---it^ + i9^eUe est égateàl^Dté^aleindefi^ 

/.2 (i — 7i^+if .a'-?l-^\Xi^,H.„ 
prise depuis £ = tz* — i . 

7. On peut donner à l'expression de A une infinité d'autres 

formes dont plusieurs peuvent être utiles. Donnons-lui , par exemple, 
cette forme 

On déterminera ainsi les valeurs de Z^'^, Z^'^, Z^'^ ^tc. On mettra 
d'abord réijuation 

« = « + j- + 7s +p, 

sous cette forme , en y substituant Q — 1 + lYau lieu de ^, et 
développant «iivant les puissances de j •— 1 , 

z = a'+ b'.(j — . i") ^- c'. Q- — i)\ ...-^g.Q — 1)*, 
et l'on aura 

ô' = ô -(- ac + 5e ^ nq 

c* z=: c ^ 5e + -^-^ ^. g 

' * i.a ^ 

etc. 

On midtipliena ^ensuite , <xM»me preoédexmnent , le munérateur tt 
le dénominateur de la fi*action -^ par 

7 

en observant de substituer dans le numérateur, i*. au lieu de z, 

«'+ *'-(f - + ^'- (f - + ^'^• 



^ 



t 



I 
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a*. AuUea de a.fl"4- ô.fl^'+ c.9^' + etc.) la quantité 

di Ton fedt de plus pour abréger y 
on aura 

J'.6—.(i-9-i)4-c'.«— .((!-«)•- pi) +^.((i-«)'-p^) 

. ■ ■ ; 

(i — -V(a.«"+i,6"-'4-c.6"-» +/>.9+^— z.fl») 

«n divisant le numérateur et le dénmninateur de la firactioa 
précédente, par i — -, elle se réduit à celle-ci, 

+T^D' +^-a-o"T 

De là a est •aisé de conclure que si Ton conserre à Zf""'\ la même 

signification que nous lui avons donnée dans le n"* 5 , et que l'on 
considère qu'en désignant par qi le coefi&cient de 0' dans le déve- 
loppement d'une fonction quelconque de 6 , ce même coefficient dans 

le développement de cette fonction multipliée par (\^^"^ ? ^^^^ 
|)ar le n"* %^ égal à tt *qï\ on aura 
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p=i'.ZJi^.+ y.z.Zfli^.H- b'.z\Zf23^+ etc. 
+ ^'•^•Z^+ c'.z. A.Z^. + c',z\ ^.ZJZ^, + etc. 
+e'.A«.z2.^.4-e' . z . A».ZJ:2.^. +«'.«*. AVZf^. H- etc. 

4-sr.A— .Zt\^.+5r.z.A«-.Zj:i^.+sr.«'.A"-.Z^U. + etc. 

f c'.ZflU.+c'.z.Zj:i.^.H.etc. 

■*" ? • !+«'. A.ZÎl\^.H-e'.z. A.Zi2.^. -f. etc. 
( + etc. 

■ ^i_{ ^'.ZÎlU.+e'.z.Zl2.»^.4-etc. 
*" iH-etc. 

.+ jlrâ—i» \^i-»4-i r"^*^<--aji-»-i'4* etc.}. 

Présentement, il est clair par le n* 2, que le coefficient de f dan» 
le développement de la fonction -^^ est A\v'.j', ; l'équation pré- 
cédente donnera donc , en multipliant ses deux membres par u , et 
repassant des fonctions génératrices à leurs coefiiciens , 

+ etc. 

+ A.jr, .[c'.ZÎ!?^. 4- e'.à.Z'lJ^ +Î.A-VZfl^. J 

4-A. v.^,.[c'.ZÎl\^.H- e'. A.Z«Ji,^, +g.A— .Z«^^. ] 

+A.y.^..[c'.zJV.+ «'. A.zi23^. -H?.A— .z/:>.^. ] 

-4- etc. 



p n. 



i5 



54 THÉORIE ANALYTIQUE 

la caractéristique v se . rapportant à la variable ar , et la caracté- 
ristique A se rapportant aux deux Tariables x et î. 

8. Supposons dans la formule précédente y x et £ infiniment grands y 
de manière que Ton ait 

y^^i deviendra une fonction de ^+ x\ fonction que nous désigne- 
rons par ^ ('®*-+- a:' ). Supposons de plus 

l'équation 
deviendra 

Cette dernière équation donne pour 9 — i , n racines fdx\ f'dx^y 
f*dx\ etc. , et par conséquent pour fl , les/* valeurs 

05=^1 +/^'î Ôssi+Z'^'i Ô5=i4-/'dx'i etc. 

Maintenant si l'on suppose ô;;;:i + hâa!y on aura ^ i étant supposé 
infini, 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité. D'ail- 
leurs la quantité a est, par le n* précédent, égale à a' — 6'-hc'— etc. j 

et par conséquent égale à a" — j^.. . .=fc^, valeur qui se réduit 

à son dernier terme , qui surpasse infiniment les autres 5 Fexpres- 

sion deZ^'"'^ du n* 5 devient, en y changeant r dans i— 1 , 






"*" (A— /)'.(A^/')'.etc. 

H- etc. 
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la dififêrence eP"*' étant prise en ne Êdsant varier que A , et en 
substituant après les dififêrenfîatians , f au lieu de h daûs le pre- 
mier terme ^ f wl Meu de k dans le second terme , et ainsi de 
suite. Nommons X^'^.dx^ fti quaiïtité précédente j on aura, à Fin- 
fiaimentpetit près , fi étant un nombre fini, 

D'ailleurs on a j^^ = ^ (^) ; et la caractéristique A des différences 
finies doit se changer dans la caractéristique d des différences 
infiniment petites j ensorte que l'équation 

OU , ce qui revient au même , celle^i 

devient , en j changeant^ di/ en d« , 

L'expression de j^,^^ trouvée dans le n* précédent, deviendra donc 

+v.»{*).(ff'.x<'>+c'.^-i-.'.^...-iY'-'^iï?-') 

4-etc. 

it<^.(c-'.X«4.'.^....+,-.^^') 

4- etc. 
+ etc. 
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Cette formule servira à interpoler les suites dont la dernière raison 
des termes est celle d'une équation linéaire aux différences infini- 
ment petites à coefiiciens constans. 

Si l'on a 

la formule se termine et donne la valeur de (p («•+ x'), ou Pinté^ 
grale de l'équation différentielle précédente j ^ {^)^ \^ , etc. ; 

V •? W , — ^ , etc. j V •? (^) j ^ , etc. étant les /w ar- 
bitraires de l'intégrale. 
Supposons que l'on ait l'équation dtfférentielle 

V^, étant une fonction donnée de a;'; il faut, par le n* 6 , ajouter à 
l'expression précédente de ^ (<»•+»'), le terme /J^,.X'IJ^ •«?/•> 

X^"'^ étant la même fonction de a/ que X^'""*^ L'intégrale rela- 
tive à r, doit être prise depuis r=:o jusqu'à r = a?'. Cette intégrale 
définie peut, par le numéro cité, être transformée en intégrales in- 
définies relatives à x'. 

De la transformation des suites. 

g. La théorie des fonctions génératrices peut servir encore à 
transformer les suites en d'autres qui suivent une loi donnée. 
Considérons la suite infinie 

et nommons , comme ci-dessus , t^ la somime de la série infinie 

j'.+j'i.«/-f-j'..«T' •.••i+r» •«*''+ etc.; 
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le coeflficient de ^ dans le développement de la fracticfn -■ " ■ j ■ , 



T*— i 



sera égal à la somme de la suite proposée (f^), prise depuis le 
terme j/*, inclusivement^ jusqu'à l'infini. Soit généralement z une font- 

tion quelconque de ^, et nommons n. y, le coefficient de f dans uz. 

Les coefficiens de ;r dans u.z% u.z^^ etc. serçnt n*.j^„ II^.j^,, etc. 
Cela posé, on multipliera le numérateur et le dénominateur de la 

fraction — ^ par i— z, et Ton prendra pour h ce que devient x 



7 



lorsqu'on y fait t égal à l'unité j A— z sera divisible alors par 



X — i. Soit 



AH- -7-+ "TT + is- + ^tÇ* 



le quotient de cette diTision; on aura 



u 



u.h 






.(x-f-l + S+p+etc.) 



etc. î 



ce qui donne, en repassant des fonctions génératrices aux coefficient^ 

- :^ *cVy-- H- ^i2JH^.Jî!:2 + etc, 

+ etCr ■'.'.".' • •• > 

•■••'. , ' 

Le signe S ^^s^nant la somme des temi^^- depuis x^ iaduaivemeof ^ 

jusqu'à l^ÎJ^m. Supposons mi^ : ,. 



I ' 



*s=«-f54-;^-^;|?4-etc^ 



u ' ^ 



I ' ::•.- 
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an aura 

tl . (j'. .*')=«'•(« •J'. + Ô •J'*+. + <î'J'«+. + ^ •>'*+3 + etc. ) 

£o désignsst par n^.t', k quantité <i(f«4- ^«4.i+eitGt;oliaii«a 





n,(f,.a')miar.yf.^^; 


«% généMeBtt&àt 


on anrti 


OBà efisUiVe 


U'.{jr,.<i')=za.'.V'.ysl 


ce qtii donne 






F5=J+j+etc. 




^"5=54-610. 


en aura donc' 


etc;; 



/b , c ^ V . ^^ V 
I ~~ "^ ^^ ^ ~~*' *T^ 6t6 V 

+ etc. 

En faisant n;=o ^ on aura une transfinmée àt la suite proposée, 
dont les tetlfiës suivront une autre loi j et si les quantités v -^x y 
V*-y»> etc. vont en décroissant, cette suite serai cetov'ergente. Elle 
se tënninera , toutes les fois que Ton aura v' .jk, = 04 ce qui aura 
lieu ïôttqué ïa "prbpà^ée sera ùûe suite fécùfféWe. On attfa donc 
ainsi la somme des suites récùrtrenfés , à coinptter dtttî VSttae ^eh- 
conque y,, a', et par conséquent on aara aussi la somme de leurs 
termes, comprise entre dtetu termes oudconaues v«.a' et y,/.«''. 
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Théorèmes sur le développement des fonctions et de leurs différences j 



$ • 



en senes. 



lo. En appliquant à des fonctions particulières, les principes 
généraux exposés dans le n"* i , on aura une ii^nité de théorèmes 
sur le développement des fonctions, en séries. Nous ^ons pré- 
senter ici les plus remarquables. 

On a généraienient 

Or il est clair que le coefficient de f dans le premier mentf)re de 
cette équation , est la différence tî'*^* de jkx j x variant de i ; car 

ce coefficient dans «.(p -t. i ^ est y^^r^yx ou 'A.j^, , en désignant 

par la caractéristique 'A , les différences finies , lorsque x varie do 
la quantité i ; d'où il est facile de conclure que ce même coeffi- 
cient, dans le développement de u.\\ — i) est 'A".j^,. lyailleurs 

si Ton développe w.F^i 4-i — i>—ij suivant les puissances de 
^— 1, les coefficiens de tr dans les développemens de w.Q — 1\ 
tt.Q — lY, etc. sont, par le n* a, A.^,, A'.j^^^, etc. ; ensorte que 

ce coefficient, dans uX\\ + ^ — i) — i j , est [(i+A.j^,)' — ijy 

pourvu que dans le développement de cette quantité , on applique 
à la caractéristique A , les exposans de puissances de A . v« , et 
qu'ainsi au lieu d'une puissance quelconque (A.j^,)', onécrive A'.j',^ 
on aura donc avec cette condition, 

'A".y,= [(i+A.j^,)'-i?î (0 

Si l'on désigne par la caractéristique '2, l'intégrale finie , lorsque 
9 varie de i; '2".jr, ser.a, par le n** a, le coefiicient de i^ dans le 

développement de la fonction u. A — i) , en Élisant abstractioa 
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des constantes arbitraires que Tintégration introduit ; or on a 

de plus, le coefficient de if dans "•(7~'i)"^ ^st 2'.j^,, en Êd- 
eant abstraction des constantes arbitraires; ce coefficient dans 

'2- .j', = [(i + A .^,y— 1 ]- ; (a) 

pourvu que dans le développement du second membre de cette 
équation , on applique à la caractéristique A , les cxposans des 
puissances de A.^,; que l'on change les différences négatives ei| 
mtégrales , et que Ton substitue y, au lieu de A' .^, ; et comme Ce 
développement renferme l'intégrale S'-j^,, qui peut être cens^ 
renfermer n constantes arbitraires ; l'équation (a) est enccnre ^aie, 
en ayant égard aux constantes arbitraires. 

On peut observer que cette équation se déduit de l'équation (i), 
çn faisant dans celle-ci , n négatif, et en y changeant les différences 
négatives en intégrales j c'est-à-dire , en écrivant '2" .y^ au lieu de 
'ù^^yx dans le premier membre; et généralement dans le déve^ 
loppement du second membre, 2' .y, au lieu de A""'.j^,. 

Lès équations (i) et (a) auraient également lieu, si a?, au lieu de 
yarier de l'unité dans A.^,, variait d'une quantité quelconque v^ 
pourvu que la variation de x dans 'A .y^ soit égale à i^. En effet , 

il est clair que si dans j^, on Êdt x = — , x' variera de w, lorsque x 

variera de l'unité; A.j^* se changera dans A./,/, la variation de xf 
étant «2^ ; et 'A .y^ se changera dans 'A .y^, , la variation de x' étant 
i«w- Maintenant si après avoir substitué ces quantités dans les équa- 
tions (i) et (a), on suppose nsr infiniment petit et égal à dx'\ A.j^,, 
ise changera dajis la différence infiniment petite dy^^. Si de plus on 
&it i infini , et idx^s= a , a étant une quantité finie ; la variation 
àid x' dans 'à.y^tp sera /x; on aura donc 

'A'.y^=:l(l+dys,y^iyi (q) 

#r 
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or ona 

ce qui donne 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est ronité; 
on a donc 

'A«.j^.,=Vc "'-lA (3) 

( c'^- .) 

en ayant soin d'applicjaer à la caractéristique d^ les ei^K>sans des 
puissances de dy,, ; de changer les di£fêrences négatives en inté-^ 
grales, et la quantité d'.y,, en y g,. 

On peut donner à l'équation (3) cette forme singulière qui nous 
sera utile dans la suite* 






* 1 1 



En e£fet, elle donne 

Considérons on terme quelconque du déreloppement de 
c' '^— c ^ ^), tel que * (^ J. Eu le multipliant par 

e"^ * ^ j et développant cette dernière quantité^ on aura 

cette quantité est égale à Js. — -jjp^ ' ^^^ ^ ^^^ ^^^ ^^ conclure 



I « 9 * al 
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Si dans les équations (i) et (a) , on suppose encore » infiniment 
petit et égal èk dtii on aura 

on a d'ailleurs 

les équations (i) et (a) deviendront ainsi 

^ = [log(i+A.r.)]% (5) 

On peut observer ici une analogie singufière entre les puissances 
positives et les différences ^ et entre les puissances négatives et le» 
intégrales. L'équation 

est la traduction du théorème connu de Taylor , lorsque, dans 
le développement de son second membre y suivant les puissances 

de -4^ > on applique à la caractéristique dy les exposons de ces 

puissances. En élevant les deux membres de cette équation à la 
puissance n , et appliqiieEnt aux caractéristiques ^A et d^ les ex- 
posans de» puissances de '&.y, et de dy^y on aura Féquation (3)^ 
d'où résulte l'équation (4) y en changeant les dijB^ences négatives 
' en intégrâtes. 

L'équation précédente donne 
En prenant les logarillunes de chaque membre , on aura 

«:^=rlog(l + 'A.^.)î «• 

Supposant ensuite à =: i , ce qui change 'A.y, dans à.y^y et éle- 
vant les deu» membres de cette équation^ à la puissance n y on 
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aura Téquatioa (6) , poiinru que Ton applM|ii& lea eaiçoaana des 
puissances, aux caractéristiques. On aura Péquation (6), en disant 
n négatif, et changeant les puissances négatives en intégrales. 

Si dans Téquation précéd^ote (r) , on change « dans î j on 
aura 

et si l'on y suppose a = i , on aura 

^=log(H.A.j.,). 

La comparaison de ces deux valeurs de ^ , donne 

I 

log (1+ A .y, ) = log. ( 1 +'A .y^y-, 
d'où Ton tire 

En élevant chaque membre à la puissance n, et appliquant les 
exposans des puissances , aux caractéristiques ; on aura l'équa,* 
tion (i) , d'où résulte Téquation (a) j en changeant les difiërences 
taégatives en intégrales. Les équations (i), (a), (3), (4), (5) et (6) 
résultent donc du théorème de Taylor , mis sous la forme de l'équa- 
tion (o) , en transformant cette équation suivant les régies de l'ana- 
fyse , poiorvu que dans les résultats on applique aux caractéristiques, 
les exposans des puissances, que Ton change les différences né- 
gatives en intégrales , et que l'on substitue la variable elle-même j^«, 
au lieu de ses différences zéro. 

Cette analogie des puissances positives avec les différences , et 
des puissances négatives avec les intégrales , devient évidente par 
la théorie des fonctions génératrices. Elle tient, comme on l'a vu, 
A ce que les produits de la fonction u , génératrice de j^«, par les 

puissances de ^ — - 1 sont les fonctions génératrices des différences 

finies successives de y,y x variant d'une quantité quelconque i; 
tandis que les quotiens de u, divisés par ces mêmes puissances^ 

sont les fonctions génératrices des intégrales de y^* 
En considérant, au lieu du Êicteur ^ <— i et de set puissances, 
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les puissances êSaae fonction quelconque ratiomidle et entière 

^ , on peut en conclure des théorèmes analogues aux précédens , 

dur les déripées successives des fonctions. Je nonune dérivée d'une 
fonction^,, toute quantité qui en dérive, telle que û.y»+6*jVM' 
+ ^ .y,^^-|- etc. En regardant ensuite cette fonction dérivée 
conome une nouvelle fonction que je désigne par j^^ ; la quantité 

a.jl-i- b'yl^+e.yl^+etc. sera une seconde dérivée de la fono 

tionjKxî et ainsi de suite. Lorsque la fonction a.y,^ ô.j^^^i+etc. 
devient — j/-, + y,^, , la dérivée devient une différence finie» 

Maintenant on a 



w.| o4-*.(i 4-^ — i) +^*(i + îc — i) +etc. [; 



(g) 



on a ensuite généralement, par le n* 2 , en désignant par ^.y^ la 
qaautitéa.y^+b.yx^i+c.yx^9+^^<^'9 V'^x pour le coefficient 
de la fonction génératrice du premier meml)re de cette équation ; 
de plus on a 



r 



Le second membre de cette équation est la fonction généra- 
trice de 

^•+'-fe-»-:^,.^+etc, 

ou de c *^y en appliquant à la caractéristique d les exposans des 

puissances de ^, et écrivant j^, au lieu de (-^)* De là on conclut 

que sous les mêmes conditions , le second membre de Téquation {q) 
^est la fonction génératrice de 

i 

La^b.c^+e.c ^' + A.c ^^ + etc. J; 

et qu'ainsi xette équation donne ^ en repassant des fonctions gêné- 
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ratrîces aux coefficienS) 



t>n peut ainsi obtenir une infinité de résultats sentiblabled. Nous^ 
nous bornerons au suivant ^ qui nous sera utile dans la suite. 

tt/-^— \/t\ est la fonction génératrice de 



y ^n-'n.y ,, +--^"1 — •>"■._» —etc.) 



y- 

71. (n — 1) 

OU de A".^ ^. De plus on a 

d'où l'on tire , en repassant par l'analyse précédente , des fonctions 
génératrices aux coefficiens 9 






•r n = V 



11. Je n'ai considéré jusqu'ici, qu'une seule fonction j^, de x^ 
mais la considération du produit de plusieurs fonction^ de la même 
variable , conduit à divers résultats curieux et utiles d'analyse. Soit 
u ime fonction de /, ^ty» k coeflBcient de t* dans le développe-- 
ment de cette fonction ^ soit u' une fonction de t!y tiy^ le coeffi- 
cient de 1!' dans le développement de cette fonction ; soit encore w'^ 
une fonction de fj et y"^ le coefficient de f* dans son développe* 

ment j et ainsi de suite. Il est clair que y^ •y'^*yl'^^o. sera le coeffi- 
cient de f'.^'.*''*. etc. dans le développementdu produit w.a'.a'^etc. ; 
ce produit sera donc la fonction génératrice de ys^y',*yl*etc. La 

fonction génératrice de j^*+i.y^,*rl+.«^tc.— ^^-^-X-^tC., ou de 
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et la fonction génératrice de ù^.yg.y'^.y'^.^itc. sera l 

AÏTTTFTetc. V 

Onproayera, comme dans le nr s , que la fonction génératrice 4e 
^"•ys^y^^y^^^tc. sera 

c'est-à-dire qne Ton peut changer n en -^n dans la fonction géné- 
ratrice de A".^,.j^\etc., pourvu que Ton change ùr" dans 2*. 

Appliquons ces résultats à deux fonctions y^ et J^^ La fonction 

génératrice de A" .j^,.^^ sera i/.m'/^—i Y. On peut la mettre sous 
cette forme 

en la développant , elle devient 

„ J(r-0+r-a-r-(r-0 

les fonctions 

sont respectivement génératrices des produils^\ A»;y^, j A.^^. A"'*.j^,^jj 
A* .y^ . A"-» .y,^^ ; etc. L'équation 

donnera donc > en repassant des fonctions génératrices aux 
coefiiciens , 

!^2p-\A%^;.A— .jr*^4-etc. (8) 
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En changeant n dans —> n , on aura 

En général, on a 

fc «.«'.«•.etc£(i -f* i— i) . (1+ p — 1) . (i+p- — i).etc.— 1 J"; 

ce qoi donne , en repassant des f<actioUs génératrices aux Coe^ 
ficiens, 

^'-ys.y^.yl.etc.zzz [CiH-A).(i+A').(i-f A").etc.— i]- j (10) 

pourvu que dans chaque terme du développement du second 
membre de cette équation , on place immédiatement après chaque 
caractéristique A , A', A", etc. , respectivement j^,, y'^^y^y ^tc. , et 

qu'on multiplie ce terme par le produit des fonctions dont il ne 
contient point la caractéristique. Ainsi dans le cas de trois variables^ 
on écrira , au lieu de A', la quantité j^^j^^- ^''c^* î ^^ lî^^ de A'. A% 
on écnr^ yl.L\y, .ùJ'.y^ ; au lieu de A'^. A""*, on écrira 
y,.A^.j<^. A'* .^^ ; et aitisi du reste. 

En fidsant n négatif , l'équation (lo) subsiste encore , pourvu que 
l'on âiange les d^érences négatives en intégrales. 

Dans le cas des différences infiniment petites , les caractéristiques 
A , A', A", etc. se changent en d^df^ d", etc. L'équation (lo) devient 
ainsi, en négligeant les di£fêrentielles d'un ordre supérieur , relati- 
vement à celles d'un ordre inférieur , 

Cette éqaatloii développée donne, relativement à deux fonctions 
En faisant n négattf ^ les difii^encea négiititves se changeant en yi- 



4d THÉORIE ANALYTIQUE 

tégrales, onaura 

On a 

Œw.i^'.tt".etc.[[(i -f. i — i)' . (i 4. ^ — i)' Yi + i, ^ 1^ . etc.— 1]]*; 

en désignant donc par 'A'.j^^.^^.j/'l^.etc., la difierence finie dupro-. 
duitj^,.j^i.j^!|^.etc., lorsque a; varie de 1; l'équation précédente donr 
nera, en repassant des fonctions génératrices aux coefficiens^ 

'£i\y, .y: .yl . etc. = [(i+A)' . (i+ A')' . (i+A")' • etc.— i]- j (11) 

len observant les conditions prescrites cirdessus relativement aux 
caractéristiques A , A', A''^ etc. , et à leurs puissapces. Cette dernière 
équation subsiste encore , en faisant n négatif , pourvu que Fou 
change les dififêrences négatives en intégrales. 
Supposons 

yi ) y't} etc. deviendront des fonctions de y, <iue nous désignerons 

par y^ y y',,, etc. ; l'équation (i i) donnera ainsi la suivante , en 

observant que les caractéristiques A , A', etc. se changent en cT» 
<f , etc. , et que l'on a 

(équation qui subsfete encore en faisant n négatif, et changeant les 
différences négatives en intégrales. 

Ne considérons que deux variables yi et y', , et supposons 
y^:=:p'y OU aura 

or 
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or on a généralement, x variant de l'unité , 

A^;l' =/)'.(/, — 1)- 
on aura donc 

L'équation (11) deviendra ainsi 

en Élisant n négatif, on aura 

;svj^.j.,==^p-^^-q:Ç;^^ (i4) 

a, 6, etc. étant des constantes arbitraires dues à l'intégration h 
fois répétée de p' .y^» J'ajoute ici ces constantes , au second membre 
de l'équation précédente ; parce qu'elles ne sont implicitement ren- 
fermées dans son premier terme , que lorsque p = 1 . 

6i l'on lait dans les deux équations précédentes , x == ^ ; 
i==r^ jp= i + cùcMog Aj on aura 

A^.c*"^— ijj (i5) 
' 'l.^.h'^.y^ = = %: = ^a'.x'r-^+b'.x'^^^ etc. (16) 

Si dans les équations (i3) et (i4) , on suppose i infiniment petit 
et égal à ctrj'A". p*.^, se changera dans dr.p'.y,^ et '^''.p'.y, 

pe changera dans -^ •f^^p'^y* . c&p" j on aura ensuite 

on aura donc 

[p^(l + A.^,)'-.l]- = ci^:^ îIog|>.(l+A.J^^)]}^ 
etles.équations (i3) et (i4) deviendront 

^^^£^=/>'.JIog[p.(l + A.^.)]|-; (17) 



/' 
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CHAPITRE II. 

Des Jonctions génératrices à deux variables. 

13. JM oMMONs u une fonctiorf de f et if ) supposons qu'en la 
développant suivant les puissances de t et t\ elle donne la suite 
infinie 

^-etc. 

le coefficient de f. i'^ sera y;,^^, j u sera donc la fonction géné- 
ratrice dej^,,,,. 

Si Ton désigne par la caractéristique A , les différences finies , 
lorsque x seul varie de l'unité, et par la caractéristique 'A, les 
difiërences lorsque x' seul varie de la même quantité ; la fonction 

génératrice de A .j^,,jt, sera, par le n* i, w.Q— ij, et celle de 
'A .y^ , ,, sera ^^ • (p •^ 1} î ^où il «st fecile de conclure que lA 
fonction génératrice de A'Jù/.y^^ ^ sera u .fi — • 1 j . Q-, — a^ . 
En général si Ton désigne par v -yz , xf la quantité 

^.JK*, */ -î* 5 .^x+.,r/ + C .ys^%,xe + etc. 

T -S •yx.xf'ht 1" ^ *yx^t,*f^i '^ etc. 

+ C".^,,„^. -H etc. 

etc. J 



Si Ton désigne pareillement par V^^yx.'ii une fonction dansIaqueBe 
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V -yi^mf entre delà même manière que y^^^ dans v«jK*,*o^i ^^^ 
désigne encore par v^.y^ , »/ une fonction dans laquelle v*\X* , «/ entre 
de la même manière que ^, „ dans v%X*, *f> et ainsi de suite ; la 
fonction génératrice de v". j^, , „ sera 

,^+£ + ^4.etc. 

u.\ +T + S+^tc.L 

+ -p; + etcJ 
+ etc. 

partant, la fonction génératrice de A'/ A^. v'.K^ , i/ sera la fonctiom 
génératrice précédente, multipliée par (r-^i)-^"^*) • 

s étant supposée une fonction quelconque de - et de i ; si l'on 
développe 5' suivant les puissances de ces variables , et que Ton 
désigne par ^^ , un terme quelconque de ce développement j 

k u 

le coefficient de f. ^'' dans \^, étant it.j^,^„,„^,„/, on aura celui 

de ^. t'*" dans m. «S ou, ce qui revient au même, on aura v'%f*,*/î 

1*. en substituant dans s^y^ au lieu de jy y^f au lieu de ^; a", en 

développant ce que devient alors u . s^ suivant les puissances de y^ 
et de ysfy et en appliquant respectivement aux indices x et «' les 
exposans de ces puissances , c'est-à-dire en écrivant au lieu d'un 
terme quelconque, tel que * • (y*)"- (j^x/)^, * • j^x-h» , x/^«. , et par 
conséquent h.y^^^, au lieu du terme tout constant i, ou 

Si au lieu de développer s' suivant les puissances de i et de ^ ; 
on le développe suivant les puissances de - — 1 et de p — 1 , et que 
Ton désigne par it . Q — ^ y • G — ^y ^^ terme quelconque de 
ce développement ; le coefficient de f . /'*' dans h.u. Q^-i) • (^ — 1) 
étant k . àrJùr^. y^^sri on aura v'-j^x,,/, i""- en substituant dans *, 



5a THÉORIE ANALYTIQUE 

^jyx,xf au lieu de i — i , et 'A^y,^,, au lieu de p — i ; a*, en dé- 
veloppant alors ^* suivant les puissances de ù.yr,x^ et 'à.y^^r^^ 
et en appliquant aux caractéristiques A et 'A , les exposans de cea 
puissances , c'est-à-dire en écrivant , au lieu d'un terme quelconque, 
tel que ^.CA.j-^.^/J^CA.j^,;,,)"^, celui-ci it. A-ZA-^'-j^,,,,; et par 
conséquent k .y, , x/ au lieu du terme constant k. 

Soit 2 la caractéristique des intégrales finies relatives k x, et 
'2 celle des intégrales finies relatives à x'; soit de plus z la fonc- 
tion génératrice de 2'72*'.j^,,„; on aura ir.Q— i^.A — i) pour 

la fonction génératrice de jk*, t/. Cette fonction doit, en n'ayant égard 
qu'aux puissances positives ou nulles de t et de t', se réduire à 2^ ; on 
aura ainsi, par le n* a , 

a jbyC g étant des fonctions arbitraires de ^, et a\ b\ c' q' 

étant des fonctions arbitraires de t j partant 



z 



- ^ __ i ^ 



2Je ^interpolation des suites à deux variables, et de Vintégration 
des équations linéaires aux différences partielles. 

« 

1 3. yx^i , x/-i-iv est évidemment égal au coefficient de f. f! dan» 
le développement de 7^-, ; or on a 

on aura dobc par le numâ*o précédent y ' 
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en développant le second membre de cette équation, on aura 

y,^t^x,^i, =^,,„ + i . A .y,,„ 4- ^ l~^ »A\ y,,;, 4- etc. 

+ etc. 

Supposons maintenant qu'an lieu d'interpoler suivant les difie- 
rences de la fonction j^* , x/ > on veuille interpoler suivant d'autres 
lois, Pom: cela , soit 

« = /^ + "7 4- — H- -p-4- etc. 

-+■ T + rF + ?:?-*- «*^- 

C D" 

n* "p3r "T" ^^ 4" etc. 
+ 7r + etc. 



Si Ton fait 



4- etc. 



B! , C , ly 



^ + 7- + 7-a + 7â+etC' 



ai 



etc. ; 
on aura pour z une expression de cette forme 

^ = « + 7 H- 7» -H-^ir- 

Nous supposerons ici que le coefficient / de la puissance la plus 

élevée de 7 est constant ou indépendant de £^ et que cette puis- 
sance est égale ou plus grande que la somme des puissances de 

j- et de p dans chacun des autres termes de z. Il est Êicile de 
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conclure de Téquation précédente , comme dans le n* 5, les valeurs 

successives de ^nîrr > prVi» ^ït^ô» ^tc. , en fonctions de a, by c, etc. 

et z ; et il est visible que dans chaque terme de Pexpression de 

p , la puissance la plus élevée de j sera moindre que ;t , et la somme 

des puissances de j et de p né surpassera pas i. 

Considérons maintenant la formule (A) du n* 5, et supposons 
qu'en développant suivant les puissances de p , la quantité 

Ô.ZÎ!?,^, + bz.Z^^^^,+ etc. 
+ c.Z[!?„^ + C2.ZU„4.+ etc. 

+ e.Zfl\^3 + ez.Z':2^^ + etc. 

+ etc. , 
on ait 

3/4. jV.z + etc. -f. p . ( M^'^+ N^'^ .z+ etc) 
+ i. C^*^ +A^^ -z + etc). . . .+ p^.il!/^'^ j 

les puissances ultérieures de p disparaissent d'elles-mêmes dans 

ce développement , puisque rex{Nres^on de i ne doit point les con- 
tenir. Supposons pareillement qu'en développant la quantité 





,+cz 


• ^ i^àn-hi nr ^tc. 


-i-e.Z^ 


i •T'W 




^ Il ■'! ■' e%c . 


+ etc., 









on ait 

J!f.+JNr..z+etc.+p .{M^^^ + iNr/'\z+etc.). • . •+ p^. iIf^•^ 

Supposons encore qu^en développant la quantité 

e.Zl2^, + Qic. 
4-etc., 
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on ait 

et ainsi de suite. La formule (A) du n' 5 donnera 

n = iW+ N.x 4- etc. 

+ ^ . ( iW<*>+ 2^'^ . X H-etc.) 



'^TT-M^'^. 



If 



^,-f-iNr,.z + etc. 



, ]+i.(7t/.î'î-f-jV«o.^^etc.)l 



1 



+ ^- 



il!f,+ JV,.z + ctc. 
, 1 + 1 . (iliff '^H- Ni'^ . z + etc.) I 



+ 7^.^.' 



(i-O 



.Af.^1 4- Nm^i .z 4- etc. 

Cela posé , â Toni nomme v^j'», i' 1^ quantité 

^.j^,,*/ + ^-J^»-H.,x/ + C.>^,H.,,„ + etc. 
+ jBV,,„H.,H-C.y,H.,,,,^,+ etc. 

+ C".j^,,„H.. + etc. 

+ etc. 
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le coefficient de ^ . ^ dans le développement de j~^;> sera , par le 

numéro précédent, v'*r*H-r.*'H-ro l'équation précédente donnem 
par conséquent , en la multipliant par £^ , et en passant des fonc-. 
tions génératrices à leurs coeffîciens , 

)+ il/^«> .y. , „^ , + N^'\ V .J^x , x,^ . + etc.l 
^x^-î;*/ — < 

M^ .y,^t , x,H- iV. . V -^xH-î , «^ + etc. 
+Ja^'\y.^.,s.^^ + N^'^.V-ys^^.s^^.-hetc. 

-flf,«i .jKx-h«-i . xi +-^—1 • V •yxH-.-i , x/ + etc. 
+^/iix .>',^,^.,„H.. + ^^»^i • V.j'xH-»-,,x.-H.4- etc.l 

■««■—1 'Jx^m—l , »/+i— «+1 

a 4. Si l'on suppose 7.^,;,,=o, l'équation précédente donnera, 
en y faisant »= G, 

JH/W, 7l!//'\ il!//'\ etc. étant des fonctions de i et de r. L'expression 
précédente dc^j,,, peut être mise sous cette forme très-simple, 









l'intégrale 
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Tintégrale étant prise depuis r=o jusqu'à r= i + 1 par rapport 
au premier terme, depuis r= 1 jusqu'à r=i + 1 par rapport au 
second terme , et ainsi de suite. Cette expression de j^i^^, sera l'inté- 
grale complète de l'équation v -^i , «'/ = o , ou 

=5 -^.j'j,x/+5.j^i+i.*'+ C'-y«4-.,*/ •'•4- l^yi^u.sf 



U est visible que^o , «v^ yi\xr > J'»,«m* • • •y»-i,«' sont les n fonc- 
tions arbitraires qu'introduit l'intégration de l'équation v •/!, x/=o. 
Pour les déterminer , il faut connaître immédiatement, ou du moins 
pouvoir conclure des conditions du problème , les n premiers rangs 
verticaux de la table suivante : 

yo,o, jKi.o) jKa,o7 yj,o •• • • •J'i.o, J'i-hi,© •• • . -J^oo.o 

J^»,l) J'i,!? «Xl.O J^3, I • • • • «J^i,! j J'i-hi , 1 • • • • «^oo, I 

J^o,«> ^1,17 J^l,«> JK3,**- • ••J^l,»> ^<-M,* • • •••J^«,» 

; «?) 

^'•.x/) JKi,»/5 ^â,*'» yS,*'***»*^i,*M J^l-hi ,*/•••• •J^oo . */ 
J^»,*/-h»> J^f ,«'H-0 y%,xf^\^ y%,xf^\* • -J^i,*'-!-!) J'iH-i,»/-!-!»* •jKoo ,*'-hl 

•^•.00 > J'i.ooJ •X»,»? •XS,»-» '•••)"'.«> y'-+-»,«-«« ••jKoo.oo- 

Dans un grand nombre de problèmes , les n premiers rangs ver- 
ticaux sont donnés par des équations aux différences finies linéaires, 
et par conséquent par une suite de termes de la forme ^.;?'', 
Supposons que Fexpressîon de yo , x^ contienne le terme A .jf" j la 
partie correspondante de jk,, „ donnée par la formule (A) sera 

mais la fonction 



est le développement de 



6.ZÎl\^.4-c.2:j!?^. + etc. 



8 
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suivant les puissances de p j en changcaat donc dans cette der- 
nière quantité, i en/?, et nommant P ce qu'elle devient alors ^ 

on aura A.P.p'' pour la partie de j^i, „ qui répond au terme 
A • p''. Il suit de là que si la valeur de y^^^ est égale à 
-r^./>'' + ^'.y''+^'.p"''+etc.,et que l'on nomme P', P", etc., 
ce que devient P, en y changeant p dans p', p", etc.j on aura pour 
la partie correspondante de j^j , x/ ? 

A.P.p^'+A'. P'.p'^'+ A". P"./>"^+ etc. 

On trouvera pareillement que si la valeur de y ^ , ^r/ est exprimée 
par B . q^'+B'^q'^'+B". q'^ + etc. j et si Ton nomme Q, Q\ Q'', etc^ 
ce que devient la quantité 

c.Z^;?.^,+ ^.Zfl\^,+ etc. 

lorsqu'on y change successivement p en gr , g', g", etc. j la partie 
correspondante de yi ^ ^, sera 

Jff.Q.9''+iS'.Q'.y'''+5".Q".j7'"'+etc., 

et ainsi de suite. La réunion de tous ces termes donnera Texpres- 
sion de j^i^^, la plus simple à laquelle on puisse parvenir. 

i5. La valeur de j^^,,,, donnée par la formule (X) du numéro 
précédent, dépendant de la connaissance de M^'^^ M^'^'^y etc.; il 
est visible que ces quantités seront connues, lorsque l'on amra 
le coefficient de j^ dans le développement de ZY^ ; tout se réduit 
donc à déterminer ce coefficient. On a par le n* 5 , 



'(o) 



Z' "■" -— 



i 

a . a'*-^» . (*'—«) . iàtf—oL") . etc. 

i 
~ a . *"*+» . (*"—«) . («"—«')• «te. 

— etc. , 
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a , a\ ci!\ etc. étant fonctions de \. Si Ton fait p = ^ > ^t que Ton 

differentie Texpressècm précédente de ZY^ , n fois de suite par rap- 
port à « , on aura avec Péquation précédente , w + 1 équations , 
au moyen desquelles , en éliminant les puissances indéterminées 

'mTj -714T ) -^i^i j ctc* j on parviendra à une équation linéaire entre 






Z i"*^ , -^ , -—- , etc. , dont les coefficiens seront fonctions de a , 

a', a", etc. , et de leurs difierentiefies prises par rapport à « ; or 
il est clair que a , a', a", etc. doivent entrer de la même manière 
dans ces coefficiens que Ton pourra ainsi obtenir en fonctions ration- 
nelles et entières des coefficiens de Téquation qui donne les valeurs 
de flt , a', flt", etc. , et des différences de ces coefficiens , et par 
conséquent en fonctions rationnelles de s. En faisant ensuite dis- 
parmtre les dénominateurs de ces fonctions , on aura ime équation 

linéaire entre Z^""^ et ses différentielles , équation dont les coeffi- 
ciens seront des fonctions rationnelles et entières de *. Cela posé , 
considérons un terme quelconque de cette équation, tel que 

Jt.«". — '—^y et nommons \le coefficient de ^^ dans le développe- 
ment de Z^°^ suivant les puissances de p } ce coefficient dans le 

développement de it . «" . /\ sera 

k . {jMriA—m) . {r-tfi—m—'i). (av+v*— »— b). (/*— m+i) . X^^_„. 

En repassant ainsi des fonctions génératrices à leurs coefficiens , 

Péquaûon entre Z?^ et ses différences , donnera une équation entre 

\ , A,^, , etc., dont les coefficiens seposrt des fonctions xati<»nelles 
de r , et dont Finté^rale sera la valeur de \. 

Il suit de là qi^ Tintégration de toute équation linéaire aux 
différences finies partielles , dont les coefficiens sont constans , 
dépend, i*. de Tintégration d'une équation linéaire aux différences 
finies dont les coefficiens sont variables ; u\ d'une intégrale d^me. 



6a THÉORIE ANALYTIQUE 

60B expression , on aj^i,„,^,aunioyeudej^,=fcV,*,.ri:tr,iv-j'œr;«^^i; 
en continuant ainsi , on voit que l'expression générale de j^;,,, ne 

dépend que des arbitraires ^<±: r , o j j^.± r, i, J^i* r , »/-i ; on peut 

donc , au moyen des n' premiers rangs horizontaux de la table (Q), 
former tous ses rangs verticaux qui sont , chacun , des fonctions 
de x', dans lesquelles i est invariable. 

En passant du fini à rinfiniment petit , on voit avec évidence , 
que le nombre des foiictk>ns arbitraires des équations aux diffé- 
rentielles partielles , peut être moiadr^ que le plus lubut degré de 
la diâerentielle dans ces équations. 

16. Quoique les formules données dans les n"" i3 et i4, aient 
une grande généralité 9 U y a cependant quelques cas qui n^ sont 
pas compris. Ces cas ont lieu , lorsque rÀpiatietu zsszo donne 

l'expression de p en p par une suite infinie , ce qui arrive toutes 
les fois que la plus haute puissance de - est multipliée par une 

fonction rationnelle de p. Pour avoir alors Texpression de j^, , ,, 

Bn termes fiiMS , fl est nécessaire de recourir à quelques artifices 
cl'analyse que nous allons ejq)oser ^ en les apfidiquant à Féquatiou 
suivante , 



^— /7~?-F — ^î (a) 



Cette équation donûe 



1 
F 



a 

P + C + . 

■ >i t ■ a, ■ • 



"par conséquent 






En développant le second membre de cette dernière équation , et 
repassant des fonctions génératrices aux -coefficîeTrs , tm aura Féx- 
pression de^,^„ j <5ar cette^uanUté wt le coefficicat de t^lf"^ dans 
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le développement de la fonction génératrice — ^ï? ; et le coefficient 
t.i'' dans un terme quelconque du développement du secondmembre, 

tel que u . j^^:^ , est v^ • ^o , »^+r ? V • Jx , -/ étant le coefficient de la fonc- 
tion génératrice u.z^ coefficient qui est ici égal à 

J^x-hl , x/H-1 •"" ^ 'Js , x/^k— * h .J^xH-i , x/ C -^x, xf 

Si Ton a o= vj^x.x/j les coefficiens de» termes affectés de z dispa- 
raîtront , et alors on aura l'expression de y^ , ^, en fonction de 
J^o , *M J^o , x/H-i > ^o , ,/+t , etc. j Celte expression sera l'intégrale de 
l'équation 

Pour avoir cette expression y z peut être considéré oonmie nul , 
puisque l'on ne doit avoir égard qu'aux termes indépendans de z j 
l'équation (a) devient ainsi 

1 a h 

c'est ce que je nonmie équation génératrice de l'équation {h) aux 
différences partielles. En effet j on obtient cette dernière équation 
en multipliant la précédente par w , et repassant des fonctions gé- 
nératrices aux coefficiens. 

L'expression que l'on obtient par l'analyse précédente pour j^,,„, 
est une suite infinie. On parviendra de cette manière à une expres- 
sion finie. Reprenons la valeur de -jr^? et donnons-lui cettci 
forme 

Si l'on développe le second membre de cette équation , par rapport 
aux puissances de p — 6 , on aura 



X k+*- 
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Soit 

V =a', 

i.a.3 ' i.a ^ ' 

etc.} 
on aura 

rr.Ç-j)"+r^'>.(i-6)'"+r<*).(i-j)"''...+f^c^" 

"" ( ?-' 0-')* (p-')' 



Or réquatioa 



donné 



\ a h 



1 



i-5 



^ 



partant 



*'.i 



u 



* l'x' 







Pour repasser maintenant des fonctions génératrices aux coeffi- 
ciens , nous observerons , i*. que le coefficient de r . ^* dans ^^^7^ j 
est j^,,x, j a*, que ce même coefficient, dans im terme quelconque, 
tel que «^•(p — ôY, oxiuM.{^ — lY, est V^bJp^^^ la carac- 
téristique 'A des différences se rapportant à la variabilité de x\ 
et cette variable devSmt être supposée nulle après les différentia- 

tions; 
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lions j 3*. que ce coefficient dans u.Q — aY, est à'.^'.(^^jy la 

caractéristique A se rapportant à la variabilité de « , et cette va- 
riable devant être supposée nulle après les différentiations; on aura 
donc avec ces conditions , 

<î^est l'intégrale complète de Téquation (b) aux difierences partielles. 
Il est clair que cette intégrale suppose qtie l'on connaît le pre- 
mier rang horizontal et le premier rang yertical de la table (Q) ^ 
du n* i4. 

17. L'expression précédente de j^,;,/ offre cela de remarquable, 
savoir , que les caractéristiques A et 'A des différences finies , ont 
pour exposans , les variables x et x'. En voici un autre exemple. 
Considérons Téquation aux différences partielles 



os=A».j.,;^+?.A»-'/A.j^,.„+ ^,.A-VA\j^,,,,+ etc., 



la caractéristique A se rapportant à la variable x dont l'unité est 
la différence , et la caractéristique 'A se rapportant à la variable x' 
dont a est la différence. L'équation génératrice correspondante sera , 
par le numéro précédent , 

Cette équation donne les n suivaiites 



1 ■ ' q' / .i\ 



1 

T 

1 

t 



etc. 
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^ ç , y', 9", etc. étant les n racines de Téquation 

'4- 6.x*-*— etc. 



L'équation 
donne 

u 



I 

t 



H^-7^ 



fj" 






1+ etc. * 

£n repassant des fonctions génératrices aux coefficiens , on aura 

Le second membre de cette équation peut être mis soûs la 
forme 

En désignant donc par la fonction arbitraire ^ {x') la quantité 
^-^r*^ 'Jo.«'> Texpresaion de ^^,„ deviendra 



*H — 



Cette valeur satisfait donc à Téquation proposée aux dijQlërenceS 
partielles. Il est visible que chacune des racines g\ q^\ etc. , fournit 
ime valeur semblable, dans laquelle on peut introduire une autre 
arbitraire. Nous désignerons par 0,(0/), ?.(a?% etc. ces nouvelles 
arbitraires. La réunion de toutes ces valeurs satisfera à Féquation 
proposée , parce qu'elle est linéaire ; et cette réunion en sera Fin- 
tégrale complète qui est ainsi ^ 
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r.,..=(x+f). .(-?y/A'. ,?(.') 






+(•+?) "•(-0"^'».M 

+ etc. 

Si Ton suppose <* infiniment petit et égal kd^\€\ Ton observe 
-d^ailieurs que 



0+t) 



"^-^ t. 



comme il est facfle de s'en convaincre , en prenant les logarithmes 
de chaque memhre de cette équation^ pu aura 

c'est rîntégrale cc^nplète de F^ation aia différences partielles 
finies et infinimçat ^tites , 

Toutes les équations aux différences partielles que nous avons 
examinées jusqu'ici , n'ont point de deraier tenne indépendant de 
la variable principale. Si eÛes en ayçdent , on y aurait égard, et 
Ton intégrerait ces équations par la méthode que nous avons 
donnée poin* cet objet, relativement aux équations aux simples 
différences ^ et ^ù'il est facile d'appliquer aux équations à différences 
jpactielles. 

Théoi^hnê9 sur le diyei^pement en Mries ,j des foofitious de 

plusieurs variables. 

18. Si Pon applique aux fonctions de plusieurs variables , la 
méthode dn n"" 11 ; on aura sur le développement de ces fonctions 
en séries, des théorèmes analogues à cens du n* lo. Con^dâroos 
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la fonction génératrice u . V . ^ \ — — — i T , et donnons-lui cette 
forme 

w.[^(i 4- j-—- i).(i 4- p— x)-(i -I- p- — i).etc.— 1^"; 

u étant supposé une fonction de t^ ^, ^', etc., dans le développe- 
ment de laquelle j^^^ ^, ^^^^ est le coefficient de ^.^''.t"*^.etc. Ce 

coefficient dans le développement de u . \ , ' i j sera 

A".^^ ^ ^„ ^j^ , ar, a:', ar", etc. étant supposés varier de l'unité dans 
^r,x>^etc.- ^^ même coefficient, dans le développement de la 
fonction génératrice 



sera 



A'."A''.'"A''.etc.j^,,,.,^,.„., 

les caractéristiques 'A, "A, '"A, etc. se rapportant respectivement 
aux variables x , x', x", etc. ; on aura donc , en repassant des fono? 
lions génératrices à leurs coefficiens, 

A .J'„„^,e«:.- ^ ^ (iV"A.^,.^,:^.«c.).etC.-X ] 

pourvu que dans le développement du second membre de cette 
équation, on applique aux caractéristiques 'A, "A, etc., les expcS- 
sans des puissances de 'A.^x,^,,'',^^., "A .^-x, y, :r^ «te. , etc. 

En changeant n dans — 72 , la même équation subsiste encore ^ 
pourvu que Pon change, comme dans les n*** lo et ii , les carac- 
téristiques A, 'A, "A ,.etc., lorsqu'elles ont un exposant négatif, en 
intégrales finies correspondantes, les signes 2, '2, "2, etc. étant 
les caractéristiques des intégrales , correspondantes aux caractéris-: 
tiques A , ' A , "A , etc. des différences. 

Il est clair que ^ *ïjr^ïr^vr-^ — iT est la fonction génératrice 

de la différence finie /i'^*»* de j r, y, x", etc. , x yariant de i ; x' variaot 
de a y x" variant de «% etc. ; or on a 
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en désignant donc par A la caractéristique des différences , lorsque 

X varie de i ^ x' de î', a?" de i", etc. j et par 2, la caractéristique in- 
tégrale correspondante , on aura 

pourvu que dans le développement du second membre de ces. 
équations , on applique aux caractéristiques 'A , "A, etc., les expo- 
sans des puissances de 'A .y^, :^, x\ etc. , "A .jtx, y, *", etc. , etc. , et que 
Fon change les différences négatives en intégrales. On peut ainsi 

se dispenser d'indiquer les arbiti'aires que l'intégrale finie 2" doit 
introduire , parce qu'elles sont censées renfermées dans les inté- 
grales que donne le développement de son expression. 

Les deux équations précédentes ont encore lieu , en supposant que 
dans les différences 'A .j^, ^f, x*. «r. , "A .jr , y, x\w. , etc. , ar , a?', x", au 
lieu de varier de Tunité, varient d'une quantité quelconque 'zd-; pourvu 

que dans la différence A.^T,Jr^,«^elc., x varie de i'tr, x* de l'^ar, 
y de î'W, etc. Maintenant si Ton suppose ^ infiniment petit, les 
différences 'A .^^r, *',*•, etc., " A ./-x, x', y, etc. , etc., se changeront, la 

première dans dx.(^ ^""X'^'O ^ la seconde dans dir'.(-:^^^^^^), etc. 

De plus, si Ton £ût £, i', î", etc. infiniment grands^ et tels que 

Fon ait 

idx = « , i'dx* = a', etc. j 
on aura 

(i+'A.>,v,».)'={i+^.(*^^)r=c-^ " \ 

c étant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Tuiûté. On aura pareillement 
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et ainsi de suite ; partant 

:i? variant de « , x' ^ «', etc. , dans les deux premiers membres de 
ces équations. 

Si au lieu de supposer 4r infiniment petit , on le suppose fini ^ 
et i infiniment petit et égal k dx;si Ton suppose encore £', i", etc. 
infiniment petits et respectivement ^aux à dx'y dx", etc. , on «ara 

tm aura pareillemeift 

etc. 

d'WUeurs A^.^x^j/^^cc. se change alors ^ans <2^.^x,:t',etc.i on anra 
^onc 

éijuation qui en faisant n négatif, subsiste encore , pourvu quelVm 
change les différences négatives en intégrales. Ces divers résultats 
sont analogues à ceux que nous avons trouvés dano le n"" lo, rela«- 
tîvement aux fonctions dHme seule varisd^Ie ; «t l!oii y retrouve l?ana« 
logie «que nous avons observée entre les puissances positives et les 
dîGPérences ^ et entre les puissances négatives et les intégrales^ 

Considérations sur le passage du fini à V infiniment petit. 

19. Le passage du fini à rinfinîment petit ,tx)nsi8te à -négliger les 
difierences infiniment petites , par rapport aux quantités finies ^ et 
généralemeiïtTes infiniment petits d'un ordre supérieur, relative- 
ment à ceux d'un ordre inférieur. Cette omission semble dter à ce 
passage, la riguein* géométrique; mais pour se convaincre de son 
entière exactitude , il suffit de le considérer comme le résultat de 
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la comparaison des puissaiices homogènes d'une variable indeter^ 
minée , dans le développement des termes d'une équation qui sub- 
siste , quelle que soit cette indétenmnee ; car il est clair que les 
termes affectés de la même puissance , doivent se détruire mu- 
tuellement* 

Four rendre cela se&sible par un exemple, considérons Péqua- 
tion suivante que donne réquatîan ( g ) du n* 10 , en 7 Ëdsant 
n=i, 

'A est la caractéristique des différences finies, x' variant de a, et 
cf est la caractéristique des différences, «r' variant de dx\ L'équa- 
tion précédente développée donne , en appliquant conformément à 
l'analyse du numéro cité, les exposans des puissances de dy^, à la 
caractéristique dy 

'A.j^ = ;^- ^^ + ^t.T.rff^^ • ^J*/+ etc- , 

dy^ est égal '^j^r^âsf—yxf^ Supposons qu'en développant la fonction 
de x'+dx'j représentée paâr j,,^.^, on ait 

on aura 

djr,' = cfc'-X/+ ^'••^*/+ etc. ; 
d'où Pon tire 

dysf^=^ dx^ • ày^'^dx^^ . àz^^^ etc. 

r 

Dévdbppons pareillement y^^is^j x^^t^ , etc. suivant les pukh- 
sances de dx^ , et supposons que l'on ait 





J^xf-^dsf ■ 


=X. + *f'«7l.-H dx'\»„+ etc. , 




^x^^itcf^ 


= z,, -f- «fa'./xr-f* etc.; 


on aura 


djr'^z 


= ds'.j-^H- c2x".«««4-etc.y 




dZafS 


s=dir'.«i/H-etc.; 


partant 


d*.jV' s 


s d:^*.y,,'+- cb/Ks„-i' etc. 
H-di»".«^H-etc; 
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X'expression précédente de 'A .^„ deviendra ainsi, 

'A .y,, = A .y,,-h ^ -jl-h etc. 

i+- <i» ' . <[+ a* . («,/-f- «2/ •+■ etc.) y ; (o) 

|-etc. 

+ dx'' . etc. 

dx' étant indéterminé , les termes indépendans de d^ doivent être 
égalés séparément entre eux ; on a donc 

'A .7,, = et .j;, + ^ .jrl, 4- etc. 



Maintenant ,7^^ est le coefficient de dx' dans le développement 
de^,/^drô c'est ce que Ton désigne dans le Calcul dijïerentiel, 
par -^. Pareillement^]^ est le coefficient de c&'dans le dévelop- 

loppement de X'^^x/J c'c3t ce que l'on désigne par -^, ou par 
-^ , et ainsi de suite ; en substituant donc dans l'équation précé- 
dente yj^j/^k- éL — j^x/ au lieu de 'A .j-„, on aura le théorème suivant, 

Considéré comme résultat de la comparaison des termes indépen^ 
dans de dx', ce théorème ne laisse aucun doute sur son exactitude 
rigoureuse, et il est visible par l'analyse précédente , que cette compa- 
raison revient à négliger les termes multipliés par dx' et sespuissances^ 
relativement aux quantités finies ; cette omission n'ôte donc rien à 
la rigueur du Calcul différentiel. Mais on voit de plus, d priori, 
que les termes affectés de la même puissance de Pindéterminéc dx\ 
doivent se détruire mutuellement , ce que l'on peut vérifier d pos- 
teriori ; ainsi ce que l'on néglige comme infiniment petit est rigou- 
reusement nul; ensorte que l'omission des infiniment petits, rela- 
tivement aux quantités finies , n'est au fond qu'un moyen facile 
d'éliminer les termes superflus qui doivent disparaître dani le ré- 
sultat final. 

Ce 
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r Ce rapprochement du calcul aux difiPérences finies, et du calcul 
dîflRîrentiel , met en évidence la rigueur des résultats de ce dernier 
calcul , et donne sa vraie métaphysique ; mais ses applications à 
retendue , à la durée et au mouvement, supposent de plus, le prin- 
cipe des limites. On peut, par un rapprochement semblable , éclair- 
• cir divers points de l'analyse infinitésimale , qui ont été des sujets 
de contestation parmi les géomètres : telle est la discontinuité des 
fonctions arbitraires dans les intégrales des équations aux diffé- 
rences partielles. Ceux qui ont rejeté cette discontinuité , se fon- 
daient sur ce que l'analyse ordinaire des difiFérences infiniment 
petites , suppose que les différentielles successives d'une fonction ^ 

doivent être infiniment petites relativement aux précédentes , ce 
qui n'a point lieu lorsque la fonction est discontinue. Pour éclaîrcir 
cette question délicate, il fiiut la considérer dans les diJSerences 
finies , et observer ce qui arrive dans le passage de ces différences 
aux différences infiniment petites. 

Prenons pour exemple l'équation suivante aux différences finies 
partielles 

son équation génératrice est, par le n* 16, 

et en suivant l'analyse donnée précédemment , il est facile d'en 
conclure que l'intégrale complète de l'équation proposée (a) est 

^(x^x') étant une fonction arbitraire de a?+a:', et 4(j^— V) 

étant une fonction arbitraire de x — x'. Il est facile d'ailleurs do 

^'assurer que cette valeur satisfait à la proposée, et qu'elle en est 

.Fintégrale complète , puisqu'elle renferme deux fonctloiis arbitraires. 

Supposons présentement que dans la table suivante^ 



^^»ço> *?».«> •7"»,co? J^^tCO • • • • ^7"»— *»«0J ^»i» 

10 
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on connaisse les deux premiers rangs horizontaux compris ohtro 
les deux coloimes yerticales extrêmes 

y^ » o > j^9 1 > > ^« , • • • • • •^o , oD 

et que l'on connaisse de plus tous les termes de ces deux colonnes ; 
on pourra déterminer toutes les valeurs dey, , «/ qui tombent entre 
ces colonnes. Car si l'on veut former le troisième rang horizontal y 
on observera que l'équation (a) donne 

En Êdsant dans cette dernière équation , x'= i , et successivement 

xz=zi ,xs=:a, «=3 «=/i— •! , on aura les valeurs de^,^,, 

^«, * > J^s , » • • • «y—i , • > ou le troisième rang horizoûtal , au moyen des 
deux premiers rangs horizontaux* On formera de la même manière , 
le quatrième rang horizontal , et ainsi de suite à l'infini. Mais si Fon 
veut déterminer les valeurs dej^, , „ qui tombent hors de la table (Z) , 
les conditions précédentes ne suffisent pas, et il faut leur en ajou* 
ter d'autres. 
Reprenons l'intégrale 

et supposons que le second rang horizontal qui détermine une des 
deux fonctions arbitraires, soit tel que l'on ait 

4(«— «') = (p(a;— *'); 

on aura 

y. . ./ =* ^ (x+ar') 4- ^ ( *— x'). 

En fiusant x'sso, on a ç» (x) =i.j, ,; partant 

J^9 , */ ^— "î •yx^xf , é "T" m *yx—xf , o • 

.11 est Ëidle de Voir que cette équation satisfait à Péquation propo- 
sée (a); mais eUe n'en est qu'une intégrale particulière qui répond 
au cas où le second rang horizontal se forme du premier, au moyen 
de l'équation 

y*, > ~ T 'J^x-^i , f •T* T •J^x—i ,'•• 

Tant que x+x' sera égal ou moindre que n, et que x — x' sera 
positif ou nulî ou aura la valeur ^g y^^xf, au moyen du premier 



DES PROBABILITÉS. ; 75 

rang horizontal. Maïs lorsque x croisaant, x + x' deviendra plus 
grand que n , ou lorsque ap — a/ deviendra négatif; il feudra déter-- 
miner les valeurs de jr^^^^p et de ^^,/,o, au moyen des deux 
colonnes verticales extrêmes. Supposons que tous les termes de 
ces colonnes soient nuls> et que l'on ait ainsi y «,«#=90 et j^» ;r#=o« 
En Êdsant x nul dans l'équ^jion 

on aura 



En faisant ensuite x=z n dans la même équation , on aura 

Si Ton change ensuite dans cette dernière équation x' en n+x\ 
on aura 

en changeant encore x^ dans n + x\ on aura 
et généralement, on aura 

On pourra aînsî , au moyen de ces deux équations , continuer les 
valeurs de ^» , */ à Tinfini , du côté des valeurs positives de x , 
et l'on en conclura celles qui répondent à x négatif , au moyen de 
l'équation 

De là résulte la construction suivimte. Représentons les valeurs 
de ^,, «depuis xz=:o jusqu'à «=71, par les ordonnées menées aux' 
angles d'un polygone dont l'abscisse soit Xy et dont les deux extré- 
mités, que je désigne par ^ et By aboutissent aux points où ^i^=;p, 
et «=/i. On portera ce polygone depuis x^n jusqu'à x = 2^, en 
lui donnant une position contraire à celle qu^il avait depuis x^=io 
|usqu'à X = n ; c'est-à-dire , une position telle , que les parties qui' 
étaient au dessus de l'axe des abscisses Xy se trouvent au-dessous , 
b point B restant d'ailleurs dans cette seconde position^ à W 
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même plàM que dans la première , et le point A repondant ainsf 
à l'abscisse xxssi^n. On placera ensuite ce même polygone , depuis 
:v = 27Z jusqu'à rc =: 5/2 , en lui donnant une position contraire à la 
seconde, et par conséquent semblable à la première, de manière 
que le point A , dans cette troisième position , conserve la place 
qu'il avait dans la seconde, et qu'ainsi le^pointj? réponde à l'abscisse 
X = 3/2. En continuant de placer ainsi ce polygone alternativement 
au-dessus et au-dessous de l'axe des abscisses ; les ordonnées menées 
aux angles de cette suite de polygones^ seront les valeurs dej^,,^ 
qui répondent à x positif. 

Pareillement, on placera ce polygone depuis « = jusqu'à 
a: = — 72, en lui donnant une position contraire à celle qu'il avait 
depuis ^ = jusqu'à x=^n^A restant d'ailleurs à la même place 
dans ces deux positions. On placera ensuite ce polygone depuis 
ar = — 72 jusqu'à a; =— 272 , en lui donnant une position contraire 
à la seconde , le point B conservant la même place , et ainsi de suite 
à l'infini. Les ordonnées de ces polygones représentent les valeurs 
de j^x,oj qui répondent à x négatif. On aura ensuite la valeur de 
jx.xf en prenant la demi-somme des deux ordonnées qui répondent 
aux abscisses a: + a:' et a: — a:'. 

Cette construction géométrique est générale, quelle que soit la 
nature du polygone que nous venons de considérer. Elle servira 
à déterminer toutes les valeurs de ^, , ^ , comprises depuis at = o . 
jusqu'à a;=n, et depuis «'=0 jusqu'à x'rsoo , pourvu que l'on ait 
j<«\,,=:o, etjK«,x/=o , et que d'ailleurs le second rang horizontal dç, 
Ja table (Z) soit tel, que l'on ait 

On a par ce qui précède , 
de plus , 



donc 

il suit de là que dans la table (Z), le (f2+a?7""' rang horizontal, est 



DES PROBABILITÉS. 77 

le J^*^* rang pris arec un signe contraire et dans un ordre renversé j 
ensorte que le terme r"^ du rang (/ï+a/)''~ est le même que le 
terme {n^^ r)"^. du a/^ rang pris avec un signe contraire. On a 
ensuite 

on a d'ailleurs , par ce qui précède , 

partant 

d*où il suit que le (a/z+rr')''*' rang horizontal est exactement égal au 
x'^ rang. 

Considérons présentement les vibrations d'une corde tendue , 
dont la figure initiale soit quelconque , pourvu qu'elle soit très- 
rapprochée dans tous ses points, de l'axe des abscisses. Nommons x 
l'abscisse, t le tems, y^^f l'ordonnée d'un point quelconque de la 
corde , après le tems t. Concevons de plus l'abscisse x partagée 
dans une infinité de parties égales à dx^el que nous prendrons 
pour unité j ce qui revient à considérer x comme un nombre infini. 
Cela posé , on aura par les principes de dynamique , 

a étant un coe£ficient constant dépendant de la tension et de la 

grosseur de la corde. Si l'on fait ^ = — ; on aura rf/ = — , et ^,,ê 

deviendra une fonction de x et de x'^ que nous désignons par^, ,^,5 
or la grandeur de rf^ étant arbitraire, on peut la supposer telle , que 
la variation de x' soit égale à celle de *, que nous avons prise pour 
l'unité j l'équation précédente devient ainsi 

X et x' étant ici des nombres infinis. Cette équation est la même 
que celle que nous venons de considérer ; ainsi la construction 
géométrique qu,e nous avons donnçe précédemment , peut-être 
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employée dans ce cas : le polygone dont les ordonnées des angles 
sont représentées par y,,,, est ici la figure initiale de la corde; 
mais il faut pour cela supposer la longueur n, divisée dans une 
infinité de parties égales à d!a;. Il Ëiut de plus que la corde soit fixe, 
à ses extrémités , afin que Ton ait ^« , «< = o , j^. , ^z s=s o. D'ailleurs 
réquation de condition 

ou , ce qui revient au même y 

se change en celle-ci , 

ce qui donne 

Or (-^^^ ©st la vitesse initiale de la corde; cette vitesse d<Mt 

donc être nulle à Porigine du mouvement. Toutes les fois que ces 
conditions auront lieu, la construction précédente donnera toujours 
le mouvement de la corde , quelle que soit sa figure initiale , pourvu: 
cependant que dans tous ses points ,^,^, o — 2y*^i, o +J^#. o soit un 
infiniment petit du second ordre , e^est-Àrdire que deux élémens con- 
tigus de la corde , ne forment point un angle fini. Cette condition 
est nécessaire pour que Téquation diSërentielle du problème puisse 
subsister, et pour que celle-ci 

donne (-'^) = o. Mais d'ailleurs il est évident, par ce qui pré- 
cède , que la fi^e initiale de la corde peut être discontinue et 
formée d'un nombre quelconque d'arcs de courbes dififêrentes , 
pourvu que ces arcs se touchent 

Les diverses situations de la corde dans son mouvement , sont 
représentées par les rangs horizontaux de la table (Z) \ et comma^ 
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lès' rangs qaî correspondent aux valeurs de x', *'+ an, »'-f-4R, etc. 
sont les mêmes par ce qui précède , il en résulte ^e lu corde revient 
à la même situation après les tems t, t-\~- 

Oi) voit encore par la construction géométrique donnée ci-dessus, 
que si Ton conçoit une suite de cordes liées entre elles , et placées 
alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe des abscisses, 
comme dans cette construction ; toutes ces cordes vibreront de 
la même manière , cnsorte que leurs figures initiales étant les 
mêmes , leurs figuies seront constamment pareilles. On peut même 

^nc fixer que les deux extrémités de cette suite , et laisser leurs 
nœuds entièrement libres ; car les élémens des deux cordes au 
■point de leur jonction, étant en ligne droite et également tendus , 
ce point n'a aucune tendance à se mouvoir, et doit couséquem- 
ment rester immobile ; ce que l'expérience' confirme. 

Celte analyse des cordes vibrantes , établit d'une manière incon- 
testable , la possibilité d'admelti'c des fonctions discontinues dans ce 
problème; et l'on en doit généralement conclure que ces fonctions 
peuvent être employées dans tous les problèmes qui dépendent 
d'équations à dilTérences partielles infiniment petites , pourvu qu'elles 
puissent subsister avec ces équations et avec les conditions du 
problème. On peut en effet considérer ces équations , comme des cas 
particuliers d'équations aux dilTércnccs finies, dans lesquelles on 
suppose que les variables deviennent infinies ; or rien n'étant né- 
gligé dans la tliéoriedes équations aux diffère nces finies partielles , 
il est visible que les fonctions arbitraires de leurs intégrales , ne 

I-Bont point assujéiies à la loi de continuité , et (jue les construc- 
^ions de ces équations, au moyen de polygones , ont lieu quelle 
que soit lu nature de ces polygones. Maintenant lorsqu'on passe 
du fini à l'infininicnt petit, ces polygones se changent dans des 
courbes qui , par conséquent, peuvent être discontinues ; ainsi 
la loi de continuité n'est nécessaire ni dans les fonctions arbi- 
traires des intégrales , ni dans les consd'uctions géométriques qui 
les représentent. Il faut seulement olieerver que si l'équation aux 
, 'différentielles partielles cnj,,,, est de l'ordre n, il ne doit point 

; avoir de saut cuire deux valeurs consécutives de (;^^îi^)» 



«o THÉORIE ANALYTIQUE 

r et « étant des nombres entiers ^osîtife, s pouvant être nul; c*esl- 
à-dire que la diflFérentielle de cette quantité doit être infiniment 
petite par rapport à cette quantité elle-même. Cette condition est 
indispensable pour que l'équation difierentielle proposée puisse 
subsister ; parce que toute équation différentielle partielle suppose 
que les différentielles partielles de y, ^ ^, dont elle est formée , et 
divisées par les puissances respectives de dx et de dx', sont des 
quantités finies et comparables entre elles ; mais rien n'oblige 
d'admettre la même condition relativement aux différences de y,^ „ 
de l'ordre n ou d'un ordre supérieur. En prenant pour fonctions 
arbitraires , les différences les plus élevées des fonctions arbitraires 
qui entrent dans l'intégrale d'une équation aux différences partielles; 
cette intégrale ne renfermera plus alors que des fonctions arbi- 
traires et leurs intégrales successives qui sont continues, parce 
qu'en général l'intégrale /ds.^{s) est continue dans le cas même 
où la fonction ^ (s) ne l'est pas. La condition précédente se réduit 
donc à ce que la diflérence (n — i)""* de chaque fonction arbi- 
traire soit continue, c'est-à-dire que sa différentielle soit infiniment 
plus petite. Il ne doit donc point y avoir de saut entre deux tan^ 
gentes consécutives de la courbe qui représente la fonction arbitraire 
de l'intégrale d'une équation aux différentielles partielles du second 
ordre ; ainsi dans le problème des cordes vibrantes que nous venons 
de discuter, il est nécessaire et il suffit que deux élémens quel- 
conques contigus de la figure initiale de la corde, forment entre eux 
un angle infiniment peu dijQerent de deux angles droits. Il ne doit 
point y avoir de saut entre deux rayons osculateurs consécutif 
de la com'be qui représente la fonction arbitraire continue dans 
l'intégrale, si l'équation aux différences partielles est du troisième 
ordre j et ainsi de suite. 

Considérations générales sur les fonctloM génératrices^ 

20. H est souvent utile de connaître la fonction génératrice d'une 
quantité donnée par une équation aux différences finies, ordinaires 
ou partielles; parce que l'analyse offrant divers moyens pour 
développer les fonctions en séries, on peut ainsi obtenir d'une 
manière fort simple, la valeur de la quantité chercbée. Il résulte 

du 
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du n* 5, que la quantité j^, , donnée par Téquation aux difierences 
finies 

^st le coefficient de ^ dans le développement de la fonction 

^4. jg.^+ c,/> J^H, P^' 

a*t»+ 6.t»-* + et*-* ^pA^q * 

Aj B^C^.,*.H étant des constantes arbitraires. En eflfet, si Ton 
compare cette fonction à celle-ci, 

on aura , en faisant disparaître le dénominateur ,. et en vertu de 
réquation aux diflFérences en j^„ 

A-^B.t + C.f^ •4--fir.i^"*=^"*.(ô.^o+c.j^,+ ctc.) 

+ ^~*.(c.j^.-+-^.j-,+ etc.) 
etc. j 



en égalant ensuite les puissances homogènes de ^, on aura les 
valeurs de ^^ , ^ ^ C, etc. au moyen des n valeurs y^ , J'o • • 'y^^i \ 
on aura donc ainsi la fonction -génératrice de^^. 

Si Ton suppose 1^ .y^:=:y'^y on aura j^, = A' . j^^ j et alors 

réquation 

o^za.y^,^ b.y:c^,-\'C.y^^^^....^q.y^^ny 

devient 

ce qui donne en intégrant , 

«•X+*-jU +sr.j.;^^=^.x^-'+iV^.a;^*+etc., 

'ilT, JV, etc. étant des constantes arbitraires. Par le n* 3 , u étant la 
fonction génératrice de j-,, celle dejK* ^t 

tt.t'4-^'. t*-» + ^. t*-*+etc. 



— ; 



la fonction génératrice de X ^^ ^^ ^^ quantité donnée par l'équa- 



XI 



Sa THÉORIE ANALYTIQUE 

tion précédente en^^ est donc 

ConccTons maintenant que a^ b, c, etc. soient des fonctions 
rationnelles et entières de t' de Tordre 7», et que ji,B^C, etc. 
soient des fonctions arbitraires de la même quantité; j^, sera fonc- 
tion de X et de i\ En la développant par rapport aux puissances de 
t'y nous nommerons j, ^ ,/ le coefiBcient de t'^ dans ce développe- 
ment Cela posé, si Ton suppose 

a = a' . *'» H- y.t''^' + c'. ^•— + etc. , 
.. 5 = «".<'»+ b\t"^'^ c".t'— *+ etc., 

c = a'".^'»H- etc., 
etc. 

L'équation différentielle précédente en y^ donnera , en comparant 
les coefficiens de la puissance 1!'''^% Téquation suivante aux diffé- 
rences partielles en ^x , x/ > 

o s= a' .y s , x/ H- b' ^yx^x^^t + c' .^, , ,,^» + etc. 

+ a'.j,^,,x/+ &"*^x^i.x/4.iH- etc. 

H- <^"^yx^^,xr + etc. 

+ etc.; 

la fonction génératrice de la variablej^, , „ dp cette équation sera donc 

ui+i^.t+C.f +2?.^"-' 

0'.^.^'"+^.^* . t'^-^+c'.f. t'*-*4. etc. 
^a'' . t«-» . t'» + *" • i"~'.t"^' + etc. 

+ a*. ««-•.("• + etc. 

+ etc. 

A^B^Cj etc. étant des fonctions arbitraires de t\ elles donneront 
par leur développement, les fonctions arbitraires qoi doivent entrer 
dans l'expression de y^ , ,,. 

On peut encore déterminer les fonctions génératrices des équa- 
tions aux différences finies, dans lesquelles les coefficiens sont 
variables. Considérons pour cela l'équation aux différences 

+ *• . («" .JK,+i" .JKx^-.+c" .y:,^, + j" . j,^.) 

•+-etc. 



I 
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Si l'on nomme u la fonction génératrice de j',, on aura , en yertu 
<le réç[uatioii précédente , 

„.(„+|+^,...+^) 

-f-etc. 

= A + B.t~{- C.t^,...-h H.t'-', 

AtBfC, //" étant des constantes arbitraires qui dépendent 

des valeurs dej)',,y, ,y^, 'J'"-'- ^-"^ effet, si Ton substitue dans 

cette équation, la valeur précédente de « en série; on voit qu'en 
vertu de l'équation différentielle proposée, tous les coefficîens de 
la même puissance de t, disparaissent lorsque cette puissance est 
égale ou plus grande que nj et la comparaison des puissances 
inférieures donuent mi nombre n d'équations qui déterminent les 
constantes ^, 5, C, etc. , au moyen des valeurs j^-,, y^, . . .jk.-i. 

L'équation différentielle précédente n'est intégrable généralement, 
que dans le cas où elle est du premier ortlre , et alors les coefH- ' 
ciens de l'équation aux différences finies en y^ ne renferment que 
la première puissance de * : dans ce dernier cas, on peut obtenir 
la fonction génératrice « par des quadratures. 

31. La connaissance des fonctions génératrices des équations dif- 
férentieiles , donne fexpression des intégrales de ces équations , au 
moyen de quadratures définies. Reprenons pour cela , l'équation 

Substituons dans ses deux membres, fl**V^~' au lieu de r, c étant 
toujours le nombre dont le logaritlmie byperboliquc est l'nnité; et 
nommons [/, ce que devient alors u. En multipliant l'équation par 

1^~.i„y^,j^ ^ et intégrant, on aura 
; 



fV .d-m .c""^-' =ifd'm . 



.-h:+J„ 



S^ f on substitue pour c- '"V — '^ sa valeur co5 rar± \^ — i .sin ra-, 
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et si l'on prend l'intégrale depuis ^ = — tt jusqu'à ^ =: 'tt , ûtt 
étantla circonférence, le second membre se réduit à aTT^y^; ou a donc 

^, = — ./f7, dfsr.{ cos x^— \/— 1 . sin xisr) 

mais cette formule a l'inconvénient d'introduire des imaginaires 
dont on peut se débarrasser de la manière suivante» 
Considérons l'équation 

o = ay^+ h.y^^^ + 9-J^+* 

et supposons 

T étant une fonction de t qu'il s'agit de déterminer , ainsi que 
les limites de l'intégrale. En substituant pour y^ cçtte valeur dans 
l'équation différentielle en y^ , et observant que l'on a 

oc qui fait disparaître le coefficient variable a;j on aura 

\Tia^\ -^-Ç) ) 

En égalant à zéro la partie sous le signe y, on am*a 

o=r.(«+,5....+i) 

+ 4.[7-.(«'+^....+ ^)]. 

Celte équation intégrée donne T en fonction de /. Elle est la même 
que l'équation différentielle en u du numéro précédent , en négli- 
geant dans celle-ci le terme indépendant de u. La valeur de T est 
donc la partie de u qui est indépendante de ce terme. 

Pour avoir les limites de l'intégrale //""*"' . T. dt , on égalera à 
zéro la partie hors du signe /, dans Féquation {h) j ce qui donne 



o=r-^-.(a'+^ +0. 
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Cette équation est satisfaite en supposant t infini , et en le supposant 
égal à l'une des racines de l'équation 



o := a' 4^ j. . . . + ~ ; 

on aura ainsi /i + 1 limites de l'intégrale ff'"' . T. dt-^ en multi- 
pliant ensuite chaque intégrale comprise entre une de ces limites , 
et les n autres limites , par une constante arbitraire j la sonmie de 
ces produits sera la valeur complète de y^. 

On peut étendre cette méthode, aux équations à différences par- 
tielles finies et infiniment petites , comme nous le ferons voir dans 
la seconde partie de ce Livre. 

, On voit par ce qui précède , l'analogie qui existe entre les fonc- 
tions génératrices des variables, et les intégrales définies au moyeu 
desquelles ces variables peuvent être exprimées. Pour la rendre 
encore plus sensible, considérons l'équation 

y,:=:fT.dt.ir% 

Tétant une fonction de^, et l'intégrale étant prise dans des limite* 
déterminées. On aura , x variant de % 

et généralement , 

^'>y.^fT.dt.t-'.{^'-i)'. 

en faisant i négatif, la caractéristique A se change dans le signe 
intégral 2. Si l'on suppose a infiniment petit et égal à cSr ; on aura 

— s= 1 H-cfar-log.-; on aura donc, en observant qu'alors A'.j, se 

change dans dy„ 

^=/r.d/.^-'.(log.f)^ 

On trouvera de la même manière, et en adoptant les dénominations» ' 
dun*" a, 

v' .^, =/ar. rf^ r-' .(a + -....+ jr) • 
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Ain^i la même analyse qai domie les fonctions génératrices des 
dcrivées successives des variables ^ donne les fonctions sous le 
signe /, des intégrales définies qui expriment ces dérivées. La 
caractéristique y' n'exprime , à. proprement parler , qu'un nombre i 
d'opérations consécutives j la considération des fonctions généra- 
frices réduit ces opérations à des élévations d'an polynôme à ses 
diverses {Miissances ; et la considération des intégrales définies donne 
cBrectement l'expression de v^^yxj dans le cas même où Ton sup^ 
poserait i un nombre fractionnaire. 

Mais le grand avantage de cette transformation des eipresâona 
«analytiques, en intégrales définies , est de fournir une ap{Nroxima- 
tion aussi commode que convergente ^ de ces expressions y iora* 
qu'elles sont formées d'un ^and nombre de termes et de facteurs ; 
i::'est ce qui a lieu dans la théorie des probabilités , quand le nombre 
des événemens que l'on considère est très-grand. Alors le calcul 
numérique des résultats auxquels on est conduit par la solution 
des problèmes , devient impraticable , et il est indispensable d'avoir 
pour ce calcul , une méthode d'approximation d'autant plus coi>- 
vergente y que ces résultats sont plus compliqués. 

Leur expression en intégrales définies , procure cet avantage » 
et celui de donner les lois suivant lesquelles la probabilité des ré- 
sultats indiqués par les événemens , approche de la certitude à 
mesure que les événemens se multiplient , lois dont la connais- 
sance est l'un des objets ks plus intéressans de la tiiéorie des 
probabilités. Ce fut à l'occasion d'un problème de ce genre, dont 
la solution dépendait de re}q)res8ion du tenne moyen du binôme 
élevé à une grande puissance^ que Stirling transforma cette expres- 
sion dans une série très-convergente : son résultat peut être re- 
gardé comme une des choses les plus ingénieuses que l'on ait 
trouvées sur les suites. U est smtout 'remarquable , en ce que 
dans une recherche qui semble n'admettre que des quantités algé- 
briques, il introduit une quantité transcendante, savoir , la racine 
carrée du rapport de la circonférence au diamètre. Mais la mé- 
^ thode de Stirling, fondée sur un théorème de Wallis, et sur l'in- 
terpolation des suites, laissait à désirer une méthode directe qui s'éten- 
dit à toutes les fonctions composées d'un grand nombre de termes 
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' cl de facteurs. Telle est la méthode dont je Tiens de parler, et 
que )'ai donnée d'abord dans les Mémoires de l'Académie des Sciences 
pourTanuée 1778,61 ensuite avec plus d'étendue, dansles Mémoire» 
de la même académie, pour l'année 1782. Le développement de 
cette méthode va être l'objet de la seconde PîU~tie de ce Livre , 
et complettcra ainsi le Calcul des fonctions généiatrices. 

Les séries auxquelles cotte méthode conduit , renferment te plus 
souvent, la racine carrée du rapportde la circonférence au diamètre ; 
et c'est la raison pomr laquelle Stîrling l'a rencontrée dans le cas 
particulier qu'il a considéré ; mais quelquefois elles dépcudent 
d'autres transcendantes dont le nombre est infini. 

Les limites des intégrales définies que cette méthode réduit en 
séries convergentes , soiU, comme on Tient de le voir, données par 
les racines d'une équation que l'on peut nommer équation des limites. 
Mais une remarque très-importante dans cette analyse , et qui 
permet de retendre aux fonctions que la théorie des probabilités 
présente le plus souvent, est que les séries aux.quelles on parvient , 
ont également lieu dans le cas même où , par des cliangemcns de 
signe dans les coefficicns de l'équation des limites , ses racines de- 
viennent imaginaires. Ces passiiges du positif au négatif, et du 
réel à ï'hnagiuaire, dont les premières applications ont paru, si je 
ne me trompe, dans lus Mémoires cités, m'ont conduit dans ces 
Mémoires , aux valeurs de plusieurs intégrales définies, qui oflreut 
cela deremarquabIe,savoir,qu'elles dépendent à-la-fois de ces deux 
transcendantes, le rapportde la circonférence au diaméti'e, et lo 
nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. On peut donc 
considérer ces passages , con>rae des moyens de découvertes , 
pareils à Pinduction dont les géomètres font depuis long-tems 
usage. Mais ces moyens, quoique employés avec beaucoup de pré- 
cautions et de réserve , laissent toujours à désirer des démonstra- 
tions de leurs résultats. Leur rapprochement des méthodes directes, 
servant aies confirmer et à faire voir la grande généralité de l'analyse, 
et pouvant par cette raison , intéresser les géomètres ; j'ai insisté par- 
ticulièrement sur ces passages qu'Euler considérait en même teras 
que moi, et dont Ua fait plusieurs applications curieuses, totiis qui 
n'ont paru que depuis la publication des Mémoires cités. 
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SECONDE PARTIE. 



THÉORIE DES APPROXIMATIONS DES FORMULES QUI SONT 
FONCTIONS DE TRÈS-GRANDS NOMBRES. 



CHAPITRE PREMIER 

De Vintégraiîon par approximation , âes différentielles qui 
reiiferment des facteurs élepés à de grandes puissances. 



âa. On vient de voir que l'on peut toujours ramener à Pinlégration 
de semblables différentielles , les formules données par la théorie 
des fonctions génératrices. Nous allons donc nous occuper d'abord 
avec étendue , de l'approximation de ce genre d'intégrales. 

Si l'on désigne par w, u\ «", etc. et ^ , des fonctions quelconques 
de X, et par *, s% s'y etc., de très-grands nombres; toute fonction 
différentielle qui renferme des fonctions élevées à de grandes puis- 
sances , sera comprise dans le terme ^dx . u' . u''' . u!'"* . etc. Pour avoir 
en série convergente , son intégrale prise depuis xsso jusqu'à xzsz 9 , 
on fera 

^•2/. u!''. u"*\ etc. =:jr ; 

.çt en désignant par V ce que devient jk lorsqu'on y change x en fl, 
on supposera 

c 
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c étant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l'unité. On aura ainsi 

e=log-. 

Si Ton considère x comme une fonction de t donnée par cette 
équation^ on aura, en supposant dt constant, 

Ôda: t^ ddx . fi d^x 

dt i.a ot* ' 1.2.0. dr ^ 

t devant être supposé nul après les diâerentiâ||ons, dans les valeurs 
de -^ , -^ , etc. On a généralement 

d^X ^^^ ^ ^ * r/ ^ tl ^^ 

dr — Jr^'lr^'dt ^*dt ' 

la caractéristique diflférentielle se rapportant à tout ce qui la suit , 
et c?^ pouvant varier d'une manière quelconque dans le second 
membre de cette équation j de plus, si Ton différentie l'expression 

précédente de ^ en j^ , et si l'on désigne — * ^^^ par u , on aura 

dx 

dt=i — : on aura donc 

d'^x v.d.v.d,v, . . ,dv 

dr'^ dx*" ^ 

dx étant supposé constant dans le second membre de cette équa- 
tion. Ainsi , en nommant U ce que devient v lorsqu'on y change 

» en fl ; la valeur de T-p- q^ répond à a: = fl , ou , ce qui revient 

au même , à /= o , sera égal à 

U.d,U.d.U....dU ^ 

on aura donc 

d'où l'on tire 

^r ^ / . rf^ . d,L\du ,. , , \ 

19 
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par conséquent 

Si Ton prend Tintégralc depuis ^= o jusqu'à t infini , on aura géné- 
ralement 

f^dt.c"^ = 1.3.3 7î ; 

partant 

/jdxz=z UV.{i + -^ + -;^gï- + 551 hetc.) ; 

l'intégrale relative à x étant prise depuis x^=B jusqu'à la valeur de x 
qui répond à t infini. 

Nommons F' et U\ ce que deviennent j^ et w lorsqu'on y change 
a: en G' ; on aura pareillement 

/^é^u'r{. +^ + i^ + iZ^;^ + etc.) ; 

l'intégrale relative à x' étant prise depuis a? =6' jusqu'à la valeur de x 
qui répond à t infini. En retranchant donc ces deux équations l'une 
de l'autre, on aura 

- v'r{. +^ + iS^^ + i^^^+ etc.)' <^' 

l'intégrale relative à a: étant prise depuis a?=0 jusqu'à ar = fl', 
ensorte que la considération de t disparait dans cette formule. Si 
fl et fl' étaient primitivement renfermés dans ^ ^ il ne faudrait 
faire varier que les quantités 6 et 6' qu'introduisent dans U et t/', 
les changemens de x en fl et fl' dans la fonction v. 

La formule ( A ) sera très-convergente , si u ou — ^^ est une 

très - petite quantité ; or jr étant , par la supposition , égal à 
^.a'.w'''. u!'*^. etc.; on a 

1 

^ '~'^ sdu s' du' s^du" , d^' 

udx^Vdi^ii!^^^^^'^'^ 
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Ainsi dans le cas où s , s\ s", etc. sont de très-grands nombres , 

V sera fort petit} et si Pon fait - = a, a étant une firaction tré^ 

petite , la fonction w sera de Tordre a , et les termes successifs de 
la formule (A) seront respectivement des ordres a, à% «',etc. 

Cette formule cesserait d'être convergente, si la supposition de 
3t =£ fl rendait très-petit le dénominateur de Fexpression de v. 

Supposons , par exemple, que {x — a)^ soit xm foctemr de ce dé- 
nominateur j il est clair que les termes successifs de la formule 

(A) sont respectivement divisés par (ô— a)^ (â— a)^^■^^ (fl-^)^^"*-" , 
etc. , et^deviendront très-considérables y si 8 est peu différent de a ; 

la convergence de cette formule exige donc que (8 — a)^, (ô'— «y* 
soient plus grands que a j elle ne peut conséquemment être em- 
ployée dans Fintervalle où ( a; — a )^ est égal ou moindre que a; 
mais dans ce cas , on pourra faire usage de la méthode suivante. 

23. Si Fon nomme Y ce que devient j^ lorsqu'on y change x 
en a ; il est visible que (x — aY étant un facteur de ^, ou, 

ce qui revient au même , de — j~^; (^ — ^T sera un facteur 
de log — . Soit donc 



^ = r.--^ 



V 



9 



on aura 

x^=: tt'^ ut y 

y ne devenant point infini, par la supposition de «=±= a. Si l'on 
désigne ensuite par Z7, -^— , \^ , etc. ce que deviennent v , 

— , -4^ , etc. , lorsqu'on y change jc en a après les différentia- 
tions ; on aura , par la formule (p) du n* ai du second Livre de la 

Mécanique céleste , 

. = a+t^.*+i-;^./-+ ^^|3^.<»+ etc.; 
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ce qui donne 



fydx^^Y.fdt.e ' .(i7+^.^+^^i^^^ (B) 

cette formule pourra être employée dans tout rintervalle où x 
dilRre très^eu de a j elle peut conséquemment servir de supplé- 
ment à la formule (A) du numéro précédent j mais au lieu d'être 
ordonnée , comme elle , par rapport aux puissances de cl , elle ne 



Test que par rapport aux puissances de a^ "*■ ' j car il est visible 



que dans ce dernier cas, u n'est que de Tordre a^"*"'. 

Tour déterminer plus Ëicilement les quantités U, j , , etc. , 
supposons 

log r— log7-= (x-.a)''"*"\[^+5.(a?~a)-|-C.(a:— ay-^etc.I. 
Nous aurons , en changeant xena après les différentiations , 

•"^ itt-f.1 y 

1 .3.3. . . .(/X+l).ciE 



1 .a. 3. . . .(ft+2)'^ 



etc. 
Nous aurons ensuite , quel que soit r , 



v'=[yi+B.(x—a)'\'C.(x'^y+etc.] ^-^'5 

d'où il est facile de conclure en développant cette expression de v% 
et nommant Q . {x — a)"" le terme de ce développement , qui a pour 
ifacteur (x — «)'"% 

1 . a . 3 (r— i).ir^' ^* 

La formule (B) ne présente plus ainsi d'autres difficultés que celles 

qui résultent de l'intégration des quantités de la forme /t'dù,c~^^ ' j 
et l'on a généralement , 
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'*"*"^ ) . (n— f^).(n— g^— i)...(fi— rf«4-/*— r+a) u—m—r-f-i 
H ^ 5;;;:;;)? -y^ dU , . 

r étant égal au quotient de la division de n par;t+i , si la division 
est possible , ou au nombre immédiatement inférieur, si elle ne l'est 
pas. La détermination de l'intégrale jj^ctr dépend donc des intégrales 
de cette forme 

fdt.c ^ Jï.dt.c ^...ft .dtx 

Il n'est pas possible d'obtenir exactement ces intégrales par les 
méthodes connues ; maïs il sera facile dans tous les cas , d'avoir 
leurs valeurs approchées. 

24. Nous aurons principalement besoin dans la suite, de la 
valeur de Jjdx^ prise pour tout l'intervalle compris entre deux 
valeurs consécutives de x , qui rendent y nul j nous allons consé- 
quemment exposer les simplifications dont cette valeur est alors 
susceptible. La variable y ayant été supposée, dans le numéro pré- 

cèdent , égale k Y.c , il est visible que les deux valeurs de x 

qui rendent j^ nul, rendent également nulle la quantité c ; 

ce..qui exige que fc+i soit un nombre pair, et que l'une des 
valeurs de x réponde à ^ = — oo, et l'autre à /=oo ; Y est donc 
alors le maximum de^, compris entre ces valeurs. Soit ytt 4-1=2/; 

si l'on prend l'intégrale /iJ^" .dt.c , depuis /= — 00 jusqu'à 
f = 00 , sa valeur sera nulle ; car il est clair que les élémens de 
cette intégrale , qui répondent aux valeurs négatives de /, sont 
égaux et de signe contraire à ceux qui répondent aux mêmes 
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valeurs prises positivement. L'intégrale ft .dt.c ' est égal à 
afù^^.dtS^ , cette dernière intégrale étant prise depuis t nul 
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jusciu'à t infini ; et dans ce cas , on a par le numéro précédent, 

r étant égal au nombre entier du quotient de la division de n 
par i. Soit donc , en prenant les intégrales depuis t nul jusqu'à 
/infini, 

h -=> fdt.c , 



k^-'^z=zfi^'\di.c~^i 



la formule (B) du numéro précédent deviendra 

^^= 2A: . r . { J7+^.:^^^33j^+L_2. —g-^^^+etc.} 



2-CO -rr -/^•^•^'^ ^*' ''^'^ (ai+a).cLr'-»^ 

^ .r.^ .3.(ai+3) ^-^> t^-^^ I ^.^ , 

i.a.3...(aî— a).c/j:**"' ' a£ ' i.a.3...(4i— 2).û2x'*- 

(ai-i) (4^ 1) cP^.g^- , ctc 

^ 4? • i.a.3 (6i— 2).Jlr«^^^^^- 

Cette formule est la somme d'un nombre i de suites difierentes , 

décroissantes comme les puissances de ol , puisque U est de Tordre 

I 

a** , et multipliées respectivement par les transcendantes k^ Af *>, etc., 
qu'il est, par conséquent, important de connaître j mais il suffit 

pour cela d'en connaître un nombre égal au plus grand nombre 
entier compris dans -. 

Considérons pour cela , la double intégrale 
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les intégrales étant prises depuis ^ et a: nuls jusqu'à leurs valeurs 
infinies. En l'intégrant d'abord par rapport à s , elle se réduit à 

/ * dx ^ 

mais cette dernière intégrale est — - — , n étant un nombre queK 

n.sin - 
n 

conque entier ou fractionnaire , on a donc 

71 . 8in - 
n 

Intégrons maintenant cette double intégrale, d'abord par rapport 
à X. En faisant sx"" = /*, elle devient 




s"^ 



et si Ton fait s s= t% on aura 



n .fdt.c-^'' .fiT'^.dLc-^^^ 



ft 



«•' 



n.Bin - 
n 



les intégrales étant prises depuis t nul jusqu'à t infini. Si l'on change 
n dans ^ , cette équation devient 






n'.fdt.c 'f^^ -dtc 



■"•(V)'* 



8in 



et si dans cette nouvelle équation , on change t dans f-% on 
aura 

n\ftr'.di.c-'\fr'\df.c-^' = ;^^. -> (T) 

On aura, au moyen de cette formule , en y faisant n=s2iy toutes 

les valeurs de A:, A:^'>, A^''"^ lorsque l'on en connaîtra la 

moitié , si i est pair , ou la moitié moins un demi , si i est 

impair. 
En faisant /i 5= a et r =5 2 , cette fiwinule donne ce résultat 
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remarquable _ 

25. On peut en vertu de la généralité de l'analyse, étendre les 
résultats précédens , au cas où t est imaginaire. Considérons l'in- 
tégrale /rfic.cos rx.c-«''% prise depuis x nul jusqu'à x infini. On 
peut la mettre sous cette forme 

L'intégrale /cfo.c-«*''-^'"'V^^ est égale à 

c ^\fdx.c ^ ^"^ K 
Si l'on fait 

tz=:ax —^ — ' j 

elle devient 

ici l'intégrale relative à t doit être prise depuis ^ == — — 



jusqu'à ^ infini , parce que ces deux limites répondent à x nul et 
à X infini. 
En faisant r négatif dans cette formule, on aura l'expression 

de l'intégrale yî/x.c-"^"*'""''^V^~; mais dans ce cas, les limites de 

l'intégrale relative à t sont /= —^^^ , et t infini ^ la réunion de 

ces deux intégrales est donc égale à 



l'intégrale étant prise depuis f== — oo jusqu'à if = oo; car la pre- 
mière intégrale ajoute à la seconde, ce qui lui manque pour former 
la moitié de l'intégrale prise entre les deux limites infinies j or 

r» 

celte dermère intégrale est ^ ^■^— ; on a donc 

fdx . COS rr . c-*'** = — . c ^*'* 

L'analyse 
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L'analyse qui vient de nous conduire à ce résultat, est fondée sur 
le passage du réel à Pimaginaire ; car on y traite les intégrales 
relatives à ^ et prises entre deux limites, dont une est imaginaire 
et l'autre est infinie , comme si ces limites étaient toutes réelles. 
Mais on peut parvenir à ce résultat de la manière suivante. 

Nommons y, l'intégrale yîir.cos rx,c— «*'% prise depuis x nul 
jusqu'à X infini; on aura 

j^ =: — fxdx . sinrx . <r^*'' 
ss-^.sinrjc.c-"**' ^./îir.cos rJC.c-«''': 

on aiura donc , en prenant l'intégrale depuis x nul jusqu'à x 
infini, 

dr ' aa* •^ 

L'intégrale de cette équation est 

B étant une constante arbitraire que l'on déterminera en observant 
que r étant nul y on a 

y^=^ B:=ifdx.c-'^^'\ 

Cette dernière intégrale est, par le numéro précédent, -î— ; donc 

= -^ ; par conséquent 

/(to.cos ni?. (?-«•'• = -^-.c ***; 

^ aa ' 

ce qui est conforme au résultat trouvé ci -dessus par le passage 
du réel à Hmaginaire. 

En diflférentiant 2n fois par rapport à r , on aura 

/ar*"diir . COS rx • c-«*'' = db ^— . T~ . c ^, 

•^ aa dr*^ ' 

le signe +^yant lieu %l n est pair, et le signe — si n est impaii\ 

i3 
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Cette dernière équation dififérentiée par rapport à r , donne 






En intégrant uoe fois par rapport à r, l'expression àtfdx . cos rx . 
on aura 

Lorsque a est nul, - devient infini , et l'intégrale f •^•o ^' prise 
depuis r nul, devient |. v/ïr; donc 



7 



/^ 



a 



26. On peut de là conclure les valeurs de quelques intégrales 
définies singulières auxquelles j'ai été conduit, comme on le verra 
dans la suite , par le passage du réel à llxnaginaire. 

Considérons la double intégrale 

J[]f2dx .ydy . c^* • (^-^'^ . cos rx , 

fes intégrales étant prises depuis a? et j^ nuls jusqu'à :c et j^ infinis. 
En l'intégrant d'abord par rapport à jr , elle devient 



/cLr.cc 



dx.cosrx 



Intégrons-la maintenant par rapport à x. On a par le numéro 
précédent, 



ce qui dojme. 






jTaj^f^.rfar-COSrar.c-r- (>«•)= j/i./é^K.c ^ ^\ 

Il s'agit maintenant d^avoîr cette dernière intégrale prise depuis y 
nul jusqu'à y infini. 
Pour cela , donnons-lui cette forme , 



if.fdy.c 



- (^0' 



r 
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étant supposé positif, la quantité \ ^^ j a un minimum qui 

répond à j' = y - ; ce qui donne ar pour ce minimum ; soit 
donc _^^___ 

j^ devant s'étendre depuis j^ = o jusqu'à ^ = c» , 5 doit s'étendre 
depuis jc = — <» jusqu'à z 3= 00. Cette valeur de y donne 

En prenant les intégrales depuis z = — ^^00 jusqu'à x = » , on a 



/&.c-"==/^i /i^ 



on a donc 



= oi 






partant 



r« 



Jdy.c ^ ^=^ -^^ 



On aura généralement par la même analyse , l'intégrale 






prise depuis y nul jusqu'à j^ infini, et par conséquent aussi dan» 
les mêmes limites , l'intégrale 



:t - — tf * — - 



a et 6 étant positif. Cela posé, on aiura 



w 



JJfhydy.dx. cos rx.c^r'i'-*^') — — .^; 
on a donc 

/dx.cosrx __^ «• 



I 
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En difiFérentiant par rapport à r on a 

xdx.sinrx iir 



/xdx.i 



de là il est facile de conclure la valeur de l'intégrale 

( a -J- Jx) . rf.r . cos rx 



f 



m + a/ix -J- a::* ' 



prise depuis ar = — oo jusqu'à x infini, le dénominateur n'ayant 
point de facteurs réels en x du premier degré- Si l'on fait 

cette intégrale devient, en supposant 

a — bn , 

— a 



/ (a'+bjf) .dx\[coB(rx^ . y m — n*) . cos rn- ^^ sin (rx\ y m — n') . sin r/i] 

Cette intégrale doit être prise comme celle relative à Xy depuis x'= — oo 

jusqu a x' = 00 ; or Imtegrale / TTx^^^ ^ P^^^ ^^^^^ 

ces limites, est nulle ; parce que ses élémens négatifs détruisent 
ses élémens positifs correspondans j il en est de même de l'inté- 
grale j^ dx^.Mr^VJ E^ j la fonction intégrale précédente se ré- 
duit donc à 



/[a' . cos rn . cos (rj/ . y m — /i") + b . sin m . sin (rx' . y m — n*)3x'. dxf 

On a par ce qui précède, 

/dx\ cos (rx\ y m — n*) . ^^« < /.» „. 

i+x* 

En différenliant cette expression par rapport à r , on a 

/x'dxf . sin {rx' . v/m — n*) _ ^ .y-: — -; 

on a donc 
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On trouvera par la même analyse, . 

^ / — rzi — = (b . cos m — a'.sm m). 'TT.cr-'^v '»-»•. 

& Pon difierentie la première de ces deux équations , i — i fois 
par rapport à m, et ensuite 2s fois par rapport à r, on aura l'ex- 
pression de l'intégrale 

/ OE^'.dx, (g+frj) . cos Tx f . ^ 
(m+anx+x*)* ' ^ * ^ 

Maintenant M et N étant des fonctions rationnelles et entières 
de X , le degré de la première étant supposé plus petit que celui 
de la seconde , et N étant supposé n'avoir aucun facteur réel du 
premier degré ; on pourra , comme on sait , décomposer l'intégrale 

Çj^.dx . cosrxy en difierens termes de la forme (i); on am:a 

donc généralement l'expression de cette intégrale définie. 

On am:a de la même manière , la valeur de l'intégrale 

37. Reprenons maintenant la formule (B) du n* 23. Le cas de 
^4- 1 s= a étant le plus ordinaire, nous allons exposer ici les for- 
mules qui y sont relatives. La formule (B) devient dans ce cas , 

ici l'on a 



f;=:VlogF— logj^l 



X 



k^logy — logy' 

Y étant le maximum de j^ , et a étant la valeur de x qui corres- 
pond à ce maximum^ 17, -^, etc. sont ce que deviennent 1/, 

^, etc., lorsqu'on y change x en a. Cette formule donne, en 
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l'intégrant depuis t=T jusqu'à t= T'y 

+ r-^~^<-^r + Trap-+ ...i.rf.^ +^tC.)^ (e) 

a*^ 'V «ix- ^ i.a.^ix:'^ i.a.3.<ia» -J-eiC.^ 

l'intégrale yî/^.c—'* étant prise depuis <= T jusqu'à < = 2*, et l'in- 
tégrale j3'<^ étant prise depuis la valeur de x qui convient à t=T, 
jusqu'à celle qui convient à ^ =s T'. 

Si Ton suppose 7"= — oo etT^soo^on aura généralement 

On a d'ailleurs par le n* a4,/ctt.<r"*'5=:|/îf} la formule précédente 
devient ainsi 

fj^dx=: Y. ^^.(u+i.-^ + ^ . , .,^; Jl, + etc.), (d) 

rintégralc fjydx étant prise entre les valeurs de x qui rendent 
jr nul, et Fêtant le maximum de j^, compris entre ces valeurs, Les 
diÛTérens termes de cette formule se détermineront facilement par 
le n* a5 , et Ton aura 



U 



Jogy* 



V ^s? 

X devant être changé en a , après les difiierentiations. On a 
la supposition de a; s= a Êdt disparaître dy ; on aura donc 

d\ logy ddr 

Y et -j^ étant ce que deviennent ^ et j^, lorsqu^on y change x 
^n a. Ainsi; en ne considérant dans la fonnule {d) que le premier 
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terme de la sâie , on aura à très-peu près 






v/- 



ddY 
djf 



Cette expression de fydx sera d'autant plus approchée, que les 
facteurs de y seront élevés à de plus hautes puissances. 

La formule (c) renferme l'intégrale indéfinie fdt.c ** prise depuis 
f = îr jusqu'à ^ = 7"; ce qui revient à la prendre depuis t=:o 
jusqu'aux limites T et 2", et à retrancher la première intégrale 
de la seconde. Il n'est pas possible d'obtenir en termes finis, l'in- 
tégrale prise dépuis t nul j mais on l'obtiendra d'une manière fort 
approchée , si T est peu considérable , par la série suivante : 

jdt.C^^^zsz T^^-rr H . -c 5- 5-7. etc. 

•^ 3 i.a 5 i.a.3 7 * i.a.0.4 9 

Cette série a l'avantage d'être alternativement plus petite ou plus 
grande que l'intégrale , suivant que l'on s'arrête à un terme positif 
ou négatif. Ce genre de séries que l'on ipexxlnomm^rsériesMmites^ 
À ainsi l'avantage de &ire connaître les limites des erreurs des ap-- 
proximations. On a encore 

Ces deux séries fiiiîssent toujours par être convergentes , quelle 
que soit la valeur de T; mais leur convergence ne commence qu'à 
des termes éloignés du premier, si aT* a une valeur considérable; 
il convient donc de ne les employer que pour des valeiurs égales 
ou moindres que quatre. Pour de plus grandes valeurs ^ on pourra 
faire usage de la série suivante , qui donne la valeur de l'intégrale 
fdt.c-^' depuis jfsssT jusqu^à t infini, 

c"" ^*/ 1 i3*i35 \ 

Cette série est encore une série-limite. En la retranchant de 
T- v/^> valeur de l'intégrale yîfe^c""'* prise depuis *nul jusqu'à t \a^ 
fini, on amrai la valeur de l'intégrale prise depuis t nul jusqu'à t^sz JL 
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Mais la série a rinconvénient de finir par être divergente : on obvra 
à cet inconvénient , en la transformant en fraction continue, comme 
je Tai fait dans le dixième Livre de la Mécanique céleste^ où j'aî 

trouvé qu'en faisant g = -i;j- , on a , l'intégrale étant prise depuis 
f ^= y jusqu'à l'infini, 



C ^ 1 



fdt.c-''^—,. 






'+ 5^ 



•+ 4, 



»+ 5^ 



1 + 



i-)-«tc. 

Four &iré usage de cette expression y il faut réduire la firaction 
continue 

«7 



x + 



1 -}- ete. 

en fi-actions alternativement plus grandes et plus petites que la 

fraction entière. Les deux premières firactions sont - , \^ j les 

numérateurs des fractions suivantes sont tels , que le numérateur 
de la fraction î"^ est égal au numérateur de la firaction (/ — i)'*"', 
plus au numératem- de la firaction (i — a)^~, multiplié par (i — i).j? j 
les dénominateurs se forment de la même manière, Ces firactiona 
successives sont 



Lorsque g ou ^^ sera égal ou moindre que 2> ces fractions don- 
neront d'une manière prompte et approchée, la valeur de la 
fraction entière, 

a 8. On peut facilement étendre l'analyse précédente auxdoubles^- 
triples,etc. intégrales. Pour cela, considérons la double intégrale 
jydxdx'j y étant une fonction de x et de x\ qqi renferme des 

facteurs 
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fecteùrs élevés à de grandes puissances. Supposons que Pîntégrale 
relative à x' doive être prise depuis une fonction X de a? jusqu'à 
une autre fonction X' + X de la même variable. En faisant 
a/ = X + tX' , l'intégrale fydxàf! se changera dans celle-ci , 
fyX\dx.dt\ l'intégrale relative à t devant être prise depuis ^=o 
jusqu'à ^ = 1 : on peut donc réduire ainsi l'intégrale fydx . dx^ à des 
limites constantes et indépendantes des variables qu'elle renferme. 
Nous Supposerons qu'elle a cette forme, et que l'intégrale relative 
à X est prise depuis ar =fl jusqu'à a:ï=w, et que l'intégrale relative 
à a;' est prise depuis a?'^fl' jusqu'à a?'='z/. Cela posé , en nommant 
Y ce que devient jk lorsqu'on y change x et ar' en 8 et 6' j on fera 

en supposant ensuite 

on réduira log — dans une suite ordonnée par rapport aux puis- 
sauces de u et de u\ et l'on aura une équation de cette forme 

dans laquelle M est \^ partie du développement en série , de 

log — , qui renferme tous les termes multipliés par w , et ilSf' est 

l'autre partie qui renferme les termes multipliés par w', et qui sont 
indépendans de u. On partagera l'équation précédente , dans les deux 
suivantes : 

d'où l'on tirera celles-ci , par le retour des suites , 

N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de t et de 
/, et N^ étant uniquement ordonnée par rapport aux puissances de if 
pétant indépendante d6^; ces deux suites sont trèsK^oûvergentes, 
^y renferme des facteurs trés-élevés. Maintenant on a dx. dx^ 
£/a.c?w';deplus ona 

}4 
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mais dans le produit du. du! y la d^érentieUe du est- prise en &iff 
fiant m' constant y ce qui remd t! constant» ou^^ ;;;:; o ^ on adpnc. 

duz==.(^).dti 
p^dT: conséqaenC. 

*,.*.'=(i^).(i^).*.d^i 

i^e qui donne 

fydx.dx' z=Y .f(^^^ 

11 est Êicile d'intégrer lés divers termes du second membre de 
cette équation , puisqu'il ne s'agit que d'intégrer des termes de la 
forme /^.dif.c—'. 

Si Ton prend l'intégrale relative à» ^, depuis i! nul jusqu'à t' in- 
fini; et que l'on nomme Q le résultat de l'intégration; on aura 

l'intégrale relative à x' étant prise depuis 0/ = ô' jusqu'à la valeur 
de or', qui répond à t[ infini. Si l'on change ensuite dans Y et. Q-, 
fl' en ^', et que l'on nomme Y' et Q', ce que deviennent alors ces 
quantités ; on aura 

fydJ:=^r.Qf, 

l'intégrale étant prise depuis x* s= *©•' jusqu'à la valeur de x\ qui 
répond à 1! infini. 

En nommant R et.R' les intégrales /Qcî* et yî2' A prises depuis 
t nul jusqu'à t infini ; on aura 



fydx.dx'=^YR-^YB!, 




quantités ; on aura 

fydx.dx' ^Y^.R^^YrK,^ 



' DES I^ROBABÏÉITÉS. 107 

PintëgrtJe relative à a:' étoût prise eiltpe 'les limites 6' et y»[, et 
rintégrale relative à x étant . prise depuis x =» ^.jusqu'à la valeur 
de X qui répond à t infini; on aura donc 

Pintégrale relative à x étant prise entre les limites fl et ^ , et 
rintégrale relative à x' étant prise entre les limites fi' et ^/. 

Cette formule -répond à la fbrmule,(A) du n* aa, qui n'est rela- 
tive qu'à une seule variable ;- élle*a> comme €^lle,*l%aoonvénient de 
ne pouvoir s'étendre aux intervalles voisins du maximum dey. 
U^faait^pour ces intervalles ^ empk>3ner mie méthode ranàidgue à 
celle du n*" a 3. Ainsi, en supposant que dans l'intervalle compris 
entre fl et ^^y deviemie un maximum relativement à x , ensorte 
que la condition de ce maxin^um nt /&LSii& disparaître que la di£^ 
rentieUe de^, prise par rapport à ^; on fera 

iF étant la valeur de y qui- convient à ce maximum et à x' = 6'} 
et si dans l'intervalle compris entre les limites des imtégFaiioQS 
relatives â a: et à x', ^ devient an ^maximum y on fera 

Comme nous aurons besoin princqialement dans la suite , de 
Fintégrale fydx.dx^ prise ^itre les limites de a: et de x' qui rendent 
y nul, nous allons discuter ce cas. 

Considérons l'intégrale jydx. dx' , y étant une fonction de x^x^y 
qui renferme des factemrs élevés à de grandes puissances. jSi l'on 
nomme a , a' les valeurs de. x , x' ^qui ri^ondent au maximum 
àeyy et que l'on nonune T ce maximum; on fera 

y^ r-c-*'-*"; 
en supposant ensuite 

a: = a + 8, a:'=a'+fl'; 

on substituera ces valeurs dans la fonction Iqg — , et en la déve- 
ioppant 4aBB ome «uîte ordonnée par rapport aux puissances jet 
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aux produits de G , fi' 3 on aura une équation de cette forme 

J!/.fl* 4- 3iV.flÔ'+ P.fl'»= f» + <". 
Cette équation peut être mise sous la forme . 

on fera donc 

En di£fêrentiant ces équations , on aura des diâerentielles dû 
cette forme 

dif=: L'.dd H- r.S'. 

Maintenant on a 

Jydx.dx^ zs::jy.d9:d9^; 

dans le produit d&.dà'y S est pris en supposant 0' constant, et 
alors on a 

dt:=i L.S'y 

ensuite dt' doit être pris en regardant t constant , dans le produit 
dt.dt* } alors on a 

dt/ = L'.S + J'.dfl'j 
ce qui donne 

on a donc 

dt.dd î= dÔ.dô'. {LI'^L'iy, 

parce moyen, Fintégrale^dfl.dS' est transformée dans celle-ci, 

Y rdt.dt.c-'*-^' 



LV — ai 



Le dénominateur LI' — L'I est une fonction de 8 et de ô' que Ton 
réduira en fonction de / et de tf^ au moyen des râleurs de f et de t! 
en d et 6'. On obtiendra ainsi l'intégrale précédente dans une suite 
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de termes de la forme fe. t^ .dt.di .c-^*-^^'y les intégrales étant 
prises depuis if et ^ égaux à — c» , jusqu'à leurs valeurs infinies posi- 
tives. Ces intégrales sont nulles , lorsque Fun des deux nombres n 
et v! est impair ; et dans le cas où ils sont tous deux pairs, n étant 
égal à 12/ , et/ï' à ai', on a 



•^ a», a' 

Si les puissances auxquelles les focteurs de y sont élevés , sont 
très^andesj alors on a , à très-peu près, 

(àdY\ / àdY\ (ddY\ 

j,^/=-^, ,isr«-ii^, p=-!^, 

(^)' (^')' (^) ^*^* ^^ ^^ deyiennent (^), (^,) 
et (^?^) lorsqu'on y change x et a:' en a et a'j l'intégrale jjyrfjc.cte' 
devient ainsi à fort peu prés , 

//ddY\ flSy\ / ddY \ 
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CHAPITRE II. 



De V intégration par approximation ^ des équations linéaires 
aux différences finies et infiniment petites. 

sg. vJn a vu dans len* aa , que les intégrales des équations 
linéaires aux différences entre une variable s , dont la différence 
finie est supposée constante, et une fonction^, de cette variable, 
peuvent être mises sous la forme ^,=yx'.^dlr, ç étant tme fouo- 
tion de œ de la même nature que k émotion génératrice de Téquar 
tion proposée aux diflfêrenccs, et l'intégrale étant prise dans des 
limites déterminées de oc. En supposant <» un très-grand nombre, 
on aura par l'analyse précédente , une valeur très-approchée de 
cette intégrale , et par conséquent de^,. Mais cette méthode d'ap- 
proximation étant très-importante dans la théorie des probabilités , 
nous allons la développer avec étendue. 

Considérons Féquation aux difierences finies 

5= A.y, + B.ù^.y,+ C.A\^,+ etc., (i) 

jij S,Cjttc. étant des fonctions rationnelles et entières de s, 
auxquelles nous donnerons cette forme : 

j4 = a + a^*^ .s-i-aS^^.s.Çs — i) -f- a^'^ .«•(«— i). (s — a)+etc., 
B = 6 + 6^*^*+ b^^\s.(s—i)+ Ô^'^.^.C^— 1).(5— a) + etc., 
C = e+ e^'Ka+ e^'^ .s.Çs-^i) + e^'^ .«.(«— 1).(5— a) + etc., 
etc. ; 

A .jr, est la différence finie àejy,j s étant supposé varier de Vunité j 
A*.j^,, ^^.j^sy etc. sont les seconde, troisième, etc. différences 
de y,; et S est une fonction de s. Cela posé, représentons j^, par 
f;xf.^dxy 9 étant une fonction de x qu'il faut déterminer , ainsi 
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qua le^ Uoiites de l'intégrale. En désignant x^ par cT^, on aura 

on aura ensuite 

s.x'^zisx ."-i—y ^.^5— -ij.i3r^ or • , , etc.; 



dx ^ *^ ^ dx 

réquatîon (i) aux. différences, devient ainsi 

Sy.i'a -h fr. (JP— i)^e.(x — i)*^-etc.] 

4, "E:^ . [a^04.jco . (jp «.1) + e^'\(x^iy H- etc.] 
S^fydx.{ J^ 

+ ^-^.[û^^^4-ô^^^.(^~i)+«^'^^ .(x— 1/4-etcO 

+ etc. 

Au lieu dç faire y, égal' à fjf'ffidxy on peutle aupposer égal à 
fc-"'.<pdx', alors on a 

A.j,=/c-".(c-'--l).^<ir, A*.j,=/c-".(c-'— i)*.^àc, etc. 

De plus , si l'on désigne c~" par jy, on aura 



«•c 



^F' * •'^ ^ Z?"' ®'^» 



en mettant donc les coefficiens de Téquation (1) sous cette forme , 

ji =1 a + a^*^ .s + a^'^.s* + etc., 

^ s= 6 + ô^'î.* H- Ô^'î .«? -}t etc., 

C = e + e^'î.* + /•>.«•+ etc., 
etc.j 

cette équation prendra la forme 

jy..C<»+ * • ( <?"*— » ) + e.(c-'— i)*+etc.] 
-'■^'[«^"■+'*f'* •(c"'— iH*^'^ •(c'^— i)M-etc.]| 

1+ ^- [«^*^H-*^'^- (c— — i)H-«^'> . (c-*— i)*-fetc.] 
—etci. 
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En représentant généralement y, par fS'y.^dx^ les deux formes 
que réquation .( i ) prend dans les suppositions de Syzzzx* et da 
Sy = c"", seront comprises dans la suivante 

5=/?>Jx. (i^/.jy + i>r.^ +P.^ H- Q .^-f etc.), 

M y N ^ P9Q9 etc. éJtant des fonctions de x indépendantes de la 
variable ^, qui n'entre dans le second membre de cette équation^ 
qu'autant que Jy et ses différences en sont fonctions. 

Maintenant y pour y satisfaire , on intégrera par parties ; ses diffé- 
rcns termes j or on a 

f^^N(p.dx=z^y.N(p-^f^y.d(N(p), 

etc. j 
réquation précédente devient ainsi 

s=/jy ..x.(*,-i^ H- £^ - £^ + etc.) 

+ T^ • «» - etc.) 
+ etc. , 

C étant ime constante arbitraire. 



è » . • 



Puisque la fonction ^ doit être indépendante de s, et par coiw 
scquent de jy , on doit égaler séparément à zéro, la partie de cette 
équation, affectée du signe/; ce qui partage l'équation précédente 
dans les deux suivantes , 

o— .iW(p j^ i j^j __4.etc., (a; 
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+ ^.(Q<P-etc.) 
etc. 



La première de ceà équations sert à déterminer la fonction ^ ; et la 
seconde détermine les limites dans lesquelles l'intégrale ySfy . (p(ir 
est comprise. 

On peut observer que Péquation (a) est Téquation de condi- 
tion qui doit avoir lieu , pour que la fonction différentielle 

soit vme diCKrentielle exacte , quel que soit jy ; et dans ce cas , 
rintégrale de cette fonction est égale au second membre de Péqua- 
tion ( 3 ) ; <p est donc le facteur en x seul qui doit multiplier 
Féquation 

o = J?/.jy+i^.^ + P.^+etc., 

pour la rendre intégrable. Si ç était connu , on pourrait abaisser 
cette équation d'un degré ; et réciproquement , si cette équation 
était abaissée d'un degré, le coeflScient de jy, dans sa diÎBFéren- 
tielle divisée par JKi/or, donnerait une valeur de (p ; cette équation 
et l'équation (a) sont conséquemment liées entre elles , de manière 
qu'une intégrale de Tune donne une intégrale de l'autre. 

La valeur de (p étant supposée connue , on aura celle de ^,. au 
moyen d'une intégrale définie. L'intégration de l'équation (i) aux 
dififérences finies , est donc ainsi ramenée à l'intégration de l'é- 
quation (a) aux différences infiniment petites, et à une intégrale 
définie. 

Considérons présentement l'équation (3), et faisons d'abord iS=.o. 

Si l'on suppose que jy , -^ , ^ , etc. deviennent nuls , au 

moyen d'une même valeur de x , que nous désignerons par h , 
et qui soit indépendante de « j il est clair qu'en supposant C nul , 

i5 
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cette valeur satisfera à Téquation (5) , et qu'ainsi elle sera une des 
limites entre lesquelles on doit prendre Fintégrale /JT/ . ^dx. La 
supposition précédente a lieu visiblement, dans les deux cas de 
Jyzsnx* et de jy ssc""^; dans le premier cas, l'équation jr = o, 
et dans le second cas , l'équation o: = oo , rendent nulles les quan- 
tités jy , -^, -^r- > ^tc. Pour avoir d'autres limites de l'intégrale 

fJ^ . ^dx , on observera que ces limites devant être indépendante* 
de «, il Êiut dans l'équation (3), égaler séparément à zéro, les 

coefîiciens de c{y, -t^ , etc. j ce qui donne les équations suivantes. 



o = JV<p - 


dx ' dx^ — -eic, 


o = P^ - 


-ir + ^to- 


o _ <2<p - 


- etc.. 


etc. 





Ces équations sont au nombre i, si / est Tordre de Féquation 
difiFérentieile (a); on poiurra donc éliminer, à leur moyen, toutes 
les constantes arbitraires de la valeur de ^ , moins une ; et l'on aura 
une équation finale en x , dont les racines seront autant de limites 
del'intégraleyyy.^rfx. On cherchera par cette équation, un noinbre 
de valeurs différentes de x^ égal au degré de l'équation difi^ren- 
tielle (i). Soient y, ç^'>, çr^*^, etc. ces valeurs; elles doimeront 
autant de valeurs di£fêrentes de (p , puisque les constantes arbi^ 
traires de (p , moins une , sont détentiinées en fonctions de ces 
valeurs. On pourra ainsi représenter les valeurs de (p , correspon- 
dantes aux limites q^ ç^'> , çr^'> , etc. , par B. X , B^'^.ïS'^ , J?^*^ .X^*^ , etc.; 
Jî, jB^'^, i5^'^, etc. étant des constantes arbitraires; et l'on aura 
pour la valeur complète de ^, , 

j, = B.f^j.h.dx^B^'KfSy.X^'Kdx^B^'^.f^j.>S'\dX'\'^tcr,, 

l'intégrale du premier terme étant prise depuis x = A jusqu'à x:=:q , 
celle du second terme étant prise depuis xzs=ih jusqu'à x = g^'^ , et 
aijpsi du reste. On déterminera les constantes B , B^'^ , etc. , au 
moyen d'autant de valeurs particulières de/,- 
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Ail^oéons maintenant que dans l'écpiation (5), S ne smt pas nul 
Si Ton prend l'intégrale yyy.^dr depuis xssh jusqu'à x égal à une 
quantité quelconque p j il est clair que l'on aiira C= o , et que S sera 
ce que devient la fonction 



«^/•(^«P-^+etc.) 



+ etc. , 

lorcqtf on y change xenp. Ainsi pour le succès de la méthode pré- 
cédente , fl est nécessaire que S eâf, la forme de cette fonction. Fai-, 
sons, par exemple , ciy s=: jc, et 



m 

en comparant cette valem* de 5 à la précédente , on aura 

/=^iSr^-^)+etc., 

i^ô.p — P(p«.etc., 
etc., 

X devant être changé en p dans les seconds membres de ces équa- 
rtiôns dont lé nombre eit égal au degré de Téquation difiërentielfe 
(a). On pourra donc, à lem* moyen, déterminer les constantes arbi- 
traires de la valeur de ^ ; et si Ton désigne par 4 > ce que devient 
9, lorsqu^on a ainsi déterminé ses arbitraires, on aura 

De la et de ce qoe Téquation ( 1 ) est linéaire , il est facile de con^ 
dure que si S est égal à 



4-i>: •[/. +/î'^ •*-+-/?^^.(«— 1) H- etc.] 
4- etc. 

En nonuuànt %|/', etc. , ce que devient 4 lorsqu'on y change succès^. ^ 
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wvemcnt/7, /, ^'^ etc., en/7i, /,, /î'\ etc., en/?», etc.; on aura 

la première intégrale étant prise depuis xznh jusqu'à a: =/? , la 
seconde étant prise depuis x=A jusqu'à x =^^,, etc. Cette valeur 
de 7*, ne renferme aucune constante arbitraire; mais en la joignant 
à celle que nous avons trouvée précédemment pour le cas de S nul, 
on aura l'expression complète de jr^. 

3o.- Supposons maintenant que l'on ait un nombre quelconque 
d'équations linéaires aux difïerences finies entre un pareil nombre 
de variables ^,,^,',^J, etc., et dont les coefficiens soient des fonot 

lions rationnelles et entières de s. Faisons alors 

jr,=A'.(p^«r, jr[:=faf.(p^dXy J-J = A' . <p Va: , etc.; 

ces. diverses intégrales étant prises entre les mêmes limites déter-. 
minées et indépendantes de s. Nous aurons 

A .js ==y^ • {jc — i) . ^dx , A* .j, =/r' . {x — i )* . ^dx , etc. ; 
A .jl '='fx' . {x — i) . ^'dx , A* .y, =yu:' . {x — i)* . ^'dx , etc- ; 

etc* 

Les équations dont il s'agit, pourront ainsi être mises sous les 
formes suivantes , 

S—fx^.zdx^ S^—fx^.z'dXy S^7=zfx'.z''dXy etc., 

S^ S'j iS", etc. étant des fonctions de * seul, etzjz'j jk'', etc., étant 
des fonctions rationnelles et entières de la même variable , et de 

^5 ^> ^'j ?''> etc., dans lesquelles cp , ^', etc. , sont sous une forme 
linéaire. 

Considérons d'abord l'équation 

3 =: /x'.zdXy 

on a 

l.Sl 1.S|.0 ' 
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ta Caractéristique A des différences finies étant relative àla variaMe «, 
etZjA.Zj etc. étant ce que deyiennent r, A.z, etc., lorsqu'on 7 
suppose «=o. On aura donc 

Si Ton fait.r'ss jy , on aura 

5x'=sx.-^, s.(s^i).x'=x\'-^^ etc. j 

l'équation précédente devient ainsi 

5=/rfx.(z.jy+a:.A.Z.'^H-î^ . ^ + etc.)î 

d'où l'on tire en intégrant par parties, comme dans le numéro pré- 
cédent , les deux équations suivantes , 

•+• etc. 
C étant une constante arbitraire. L'équation 

traitée de la même manière , donnera 



(^) 



4-^. (£!:£!£ -etc.) 



(60 



etc. 



les équations Sf'^fx'.z"dx; Sf"z=fx'.z!"clxj etc. , produiront deë 
équations semblables , que nous désignerons par (a") , (6") ; {a'") 
{b'"); etc. 
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Les ëqAations (a), (a'), (a''), etc. détermineront leâ rariablek 
9 y f\ 9^9 «te. en fonction de jr ; et les équations (é), (6') , (6'^? ^• 
détermineront les limites dans lesquelles on doit prendre les inté^ 
craies faf.zdXjfx'^'dXj etc. L'une de ces limites est jc=o. Pour 
avoir les autres, on su[^sera d'abord S^ Sl^ y', etc. nuls; les 
constantes C, C, Cj etc. seront par conséquent milles dans les 
équations (6) y (6') , etc., puisque la supposition de x =:o rend nuls 
les autres termes de ces équations. En égalant ensuite séparément 

k zéro , les coefficiens de J'jr , -^ , etc. dans ces mêmes équatioDSi 
on aura les suivantes , 

o = -—etc., 

etc. ; 



etc.j 
etc. 



etc,^ 



On éliminera, au moyen de ces équations, toutes les constantes 
arbitraires, moins une, des valeurs de ^, ç', <p", etc., et Ton ar- 
rivera à une équation finale en a:, dont les racines seront les limites 
des intégrales fjf.^dx^fxf.(p^dx^ etc. On déterminera autant de 
ces limites qu'il est nécessaire , pour que les valeurs de^v ,^,', etc. 

soient complètes. 

Supposons maintenant que S ne soit pas nul^ et qu'il soit 
(égala 



* 

En fedsant C = o dans l'équation (6) , et en y mettant a:' au lieu de 
jy , on aura 

-h etc. 
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à? oh l'on conclut d'abord x;=^py ensorte que les intégrsdesyar' . pix , 
foif.^'dXy etc., doivent être prises depuis a:=;o jusqu'à arsrrjj. La 
comparaison des coefiiciehs de s , s. {s — i) , etc.^ donnera ensuite 
autant d'équations entre /, f'^ , etc. , et les constantes arbitraires 
des espressions de <p , ^\ etc. L'égalité à zéro de ces mêmes coefiir 
ciens, dans les équations {V)^ (b"), etc.,. donnera de nouvelles 
équations entre ces arbitraires que Ton pourra ainsi déterminer 
au moyen de toutes ces équations. On aura^ par ce procédé , les 
valeurs particulières de jr, , qui satisfont au cas où î^, <S", etc. 
étant nuls , 5 a la forme que nous venons de lui supposer , ou, plus 
généralement , est égal à un nombre quelconque de fonctions de 
la même forme. 

Pareillement, si l'on suppose que iS, 5", etc. étant nuls. S' est 
la somme d'un nombre quelconque de fonctions semblables , on 
déterminera les valeurs particulières de^,,^, etc. , qui satisfont 

à ce cas, et ainsldu reste. En réunissant ensuite toutes ces valeurs, 
à celles que l'on aura déterminées dans le cas où S, y, etc. sont 
nuls ; on aura les expressions complètes de j, , X? ^^c* - corres-! 

pondantes au cas on S^ i^, etc. ont les formes précédentes. 

Il est Êicile d'étendre cette méthode aux équations aux différences 
infiniment petites, ou en partie finies, et en partie infiniment 
petites , et dans lesquelles les çoefficiens des varkibles principales 
et de leurs différences, sont des fonctions rationnelles de s , que 
Ton peut toujours rendre entières , en Êdsant disparaître les déno- . 
minateurs. Si l'on désigne^ comme ci-dessus , par ^, , y, , etc. , les 

variables principales de ces équations j et si l'on feit 

ys^s=^/jC.(pdûc, y,=fa:'.^'dx^ ctc.j 

on aura 

^=i/x'.(pdxAoga: , ^'=y2r'.(p£ir.(iog. jr)*, etc.j 

L.y,—fx^.{x — \).^dXy l^^.y,z=ifxf.{x — i)\Çcte , etc.j 
etc.j 

^=y2c'.^'rfa:.logx, etc.j 
etc. 
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Les équatio&s proposées prendront ainsi les formes suivantes , 

Sz=zfx\zdx ^ Sz=ifo(f.z^dx^ etc. 

En les traitant par la méthode précédente, on déterminera le? 
râleurs de (p, <p', etc. en fonctions de x , et les limites des intégrales 
faf .(pdx ^ fx' .<p' dx ^ etc- 
£a faisant 

jK/=/c-".^cte, X«=5:/c-^'.(p'^, etc.; 

on parviendrait à des équations semblables. Dans plusieurs cir- 
constances, ces formes de j^,;^/,etc» seront plus commodes que 

les précédentes. 

5i. La principale difficulté que présente l'application de la mé^ 
thode précédente, consiste dans l'intégration des équations difie- 
rentielles linéaires qui déterminent f , ^', ^", etc. en x. Les degrés 
de ces équations ne dépendent point de ceux des équations aux 
diâerences en^, ,^,', etc. ; ils dépendent uniquement à<às puissances 

les plus élevées de s , dans leurs coefficiens. En ne considérant 
donc qu'une seule variable y, , l'équation différentielle en ^ sera 
d'un degré égal au plus haut exposant de s , dans les coefficiens 
de l'équation aux (Ûfférences en y,. L'équation difierentielle en 9 
ne sera ainsi résoluble généralement que dans le cas où ce plus 
haut exposant est l'unité. Développons ce cas fort étendu. 
Représentons l'équation différentielle en y, par la suivante , 

y el T étant des fonctions linéaires de la variable principale y, 
et de ses di£férences , soit finies , soit infiniment petites. Si l'on fait 

^y étant égal à a:', ou à c""'* ; elle deviendra 



o =:f(pdx.(AT.S^y^ N.^) ; 



M et N étant des fonctions de ^ j on aura donc , en intégrant 

par 
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par parties cohttne dans le numéro précédent , les deux équations 
suivantes j 

o=c-i-iV(p.jy. 

ta première donne en Fintégrant, 



9 






H étant une constante arbitraire. Supposons C nul dans la seconde 
'^équation;' âra=ro ou\r = oo sera Tune des limites de l'intégrale 
fSy.^dx, suivant que Ton prend x' ou c""* pour jy. On déter- 
minera les autres limites , en résolvant Féquation o= JVip.cfy. 
< Appliquons à cette intégrale V la méthode d'approximation du 
n* a3. Si l'on désigne par a , la valeur de x , doimée par l'équation 

r * 

•^t par (2, *e qiw devient la fonction N^.S'y , lorsqu'on y change 
j m en a ; on fera 

..jCe . qui donne 
^ ' #= vlogQ— log (i\r(p)— log jy. 

' log <Çk est de Tordre « ; si l'on suppose s très-grand, et si l'on feit 
-=:«,« sera un très*petit coefficient La quantité sous le radi- 

cal prendra cette forme ^ ^-X, X étant une fonction de x — a 

et de a ;. on aura donc , par le retour des suites, la valeur de x 
, • en ^, par une série de cette forme , 

. a:t=a4-ct*.A/+a.A^*^/*4-a".A^*\^ + etc. 



Maintenant , j, étant égal à Jty . ^dx , si l'on substitue dans cette 
intégrale , au lieu de ^ . jy , sa valeur -^^-^ — , elle deviendra 



tr-'*; et si dans ^, on substitue pour a:, sa valeur pré- 

16 
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cédente en t^ on aura^, par une duite de cette forme , 

les limites de l'intégrale relative à t devant se déterminer par la 
condition qu'à ces limites, la quantité Nç.Jy^ ou son équivalente 
Q.cr-^'^ soit nulle; d'où il suit que ces limites sont t=: — oo et 
/ = 00 ; on aura donc par le n"* 34 9 

Cette expression a l'avantage d'être indépendante de la détermi-r 
nation des limites en Xy qui rendent nulle la fonction N^^S'Xi 
ensorte qu'elle subsiste dans le cas même où cette fonction, éga- 
lée à zéro , n'a point de racines réelles ; elle subsiste encore dans 
le cas de s négatif. Cette remarque analogue à celle que nous avons 
faite dans le n* a5 , et qui tient , comme elle , à la généralité de 
l'analyse , est très - remarquable en ce qu'elle donne le moyen 
d'étendre la formule précédente , à un grand nombre de cas aux- 
quels la méthode qui nous y a conduits y semble d'abord se 
refoser. 

Cette formule ne renferme que la constante arbitraire -HT, et 
par conséquent, elle n'est qu'une intégrale particuUère de l'équation 
différentielle proposée en y, y si cette équation est d'un ordre supé- 
rieur à l'imité. Pour avoir dans ce cas, l'intégrale complète, il 
Ëiudra chercher dans l'équation o=id( N<p *i^)y autant de valeurs 
différentes de x , qu'il y a d'unités dans cet ordre. Soient a , a\ 
ti\ etc. ces valeurs j on changera successivement dans l'expression 
précédente à& y,y a en a', a*', etc. , et ^ en H\ H^y etc.; on aura 
autant de valeurs particulières qui renferment chacune une arbi- 
traire , et dont la somme sera l'expression complète de j^,. 

Quand les coeffidens de la proposée en y, renferment des puis- 
sances de s supérieures à l'unité ; on peut quelquefois décomposer 
cette équation en plusieurs autres qui ne renferment que cette pre-: 
mière puissance. Si l'on a , par exemple , l'équation 



*-M 



^/••Tm 



DES PROBABILITÉS. is5 

M étant une fonction rationnelle et entière de s ; on meitra cette 
fonction sous la forme 

ç . Çy + 6) . (5 + &') » (^+&0 > etc. 

on fera ensuite 

-r,4., = ^ . («+6) . r, , 2,Vi = («4"i') • ^i' , etc. ; 
^.4-. = (5+/)-/, , C = (H-/0-^^ etc. 

Il est Êicîle , par ce qui précède, de déterminer r, , f, , etc. en iij- 
tégrales définies , et de réduire ces intégrales en séries conyergentep» 
.lorsque ^«st un grand nombre. Onaiara ensuite 

Dans plusieurs cas où Téquation différentielle en ^ étant d^un ordre 
supérieur au premier, ne peut être intégrée rigoureusement, on 
peut déterminer cp par une approximation très-convergente; en 
substituant ensuite cette valeiu* de f ^dans l'intégrale /jr'.^cte, on 
peut obtenir d'une manière fort «approchée la yaleur de cette 
intégrale. 

52. L'analyse exposée dans les numéros précédens, s'étend encore 
aux équations à différences partielles , finies et infiniment petites. 
Four cela, considérons d'abord Féquation linéaire aux difiërentielles 
partielles dont les ooefficiens sont constans. En désignant par j^, ,/ 
la variable principale , « et i»' étant les deux variables dont elle est 
fonction; et représentant cette équation par celle-ci, ^=Oj tétant 
une fonction linéaire de j^,,,/ et de ses dififérences partielles; on y 
supposera 

^ étant une fonction de x j alors l'équation V^=. o prend cette 
forme 

o = /Jf. a:' . x''' . ^rfx, 

M étant Une fonction de x et de x^ , sans s ni J. En égalant donc 
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M à zéro, on aura la valeur de a:' en or , et cette Valeur substituée 
dans Fintégraleyo:' . a!'\^dx^ donnera Texpression générale de^-,,, , 
dans laquelle ^ est une fonction arbitraire de x j les limites de 
Fintégrale étant indépendantes de x^ mais d'ailleurs arbitraires. Si 
réquation proposée o= /^, est de Tordre n , il faudra, au moyen 
de réquation Jl!f ==o, déterminer un nombre n de valeurs de x\ 
en X. La somme des n valeurs ^^foc^.x^'' .^dx qui en résulteront , 
et dans lesquelles on pourra mettre pour ^ des fonctions arbitraires 
différentes de x^ sera Texpression complète de^*,,,,. 

Il résulte de ce que nous avons dit dans la première partie de 
ce Livre , que l'équation ^=o est l'équation génératrice de l'équa- 
tion proposée ^=o. 

Considérons présentement l'équation aux différences partielles 

o=r4-^-T+*'-iîr 

dans laquelle V^ T, et jR sont des fonctions quelconques linéaire» 
de y,^ „ et de ses dijQférences partielles , soit finies , soit infiniment 
petites. Si l'on y suppose , comme ci-dessus , 

jr,^^=:faf.x''^.^dXy 

x' étant une fonction de x qu'il s'agit de déterminer. On aura une 
équation de cette forme 

o=/r'.a:'^.(pefcc.(j)!fH-JV.« + P.«'), 
M^ N et P étant des fonctions de x et de x'y sans 3 ni s) or on a 

donc si l'on détermine x' par cette équation 

af ™^ Nx ^ 

on aura 

X' . x''' . (N. s+P.s'):^ Ntx . ^' ^'^''^ i ' ' 

par conséquent, si l'on désigne x'.x^'' par jy, et si l'on suppose 
que l'on a substitué dans M et N pour a:' sa, valeur en x^ 
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on awA 

Cette équation intégrée par parties , comme dans les numéros pré- 
cédens , donne les deux suivantes y 

o = M(p 3^ — , 

tid première détermine ç en a:, et la seconde donne les limites de 
^intégrale fjy . ^dx. 

Cette valeur de f,^,, ne renfermant point de fonction arbitraire y 
elle n'est qu'une intégrale particulière de l'équation proposée aux 
différences partielles. Pour la rendre complète, on observera que 
rintégrale de l'équation 

dj/ Pdx 

qui détermine x^ en x ^ est jtr'=: Q, Q étant une fonction de Xj 
et d'une constante arbitraire que nous désignerons par u ; en re- 
présentant donc par 4 > une fonction arbitraire de u , l'équation 
proposée aux différences partielles sera satisfaite par cette valeur 
de7,,„v •■ • ■••■•■ '■■••■ 

l'intégrale relative à x étant prise entre les limites déterminées par 
l'équation o = Nç . jy > c* Pintégrale relative à u étant prise entre 
des limites quelconques. Cette valemr de ^,,,/ sera donc l'intégrale 
complète de l'équation proposée aux diiSerences partielles , si celle- 
ci est 4u premkff ''^dre } mais si. elle est d'un prdre supérieur, il 
fendra, au moyen 'de l'équation o==iV^p.jy, déterminer autant de 
Valeurs 'dQ:;fe .^n u^ qûLJl y a d'unités dans cet ordre. La réunion 

des valeurs de jr,^,, auxquelles OU parviendra , sera l'expression 
complète de ^,,^ 
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CHAPITRE III. 

application des méthodes précédentes , à P approximation 
de diverses Jonctions de très^grands nombres. 

Jr AKttl les diverses fonctions auxquelles ces méthodes peumeat 
s'applkliier , je vais considérer les produits des nombres , les dév^- 
loppemens des polynômes ^ et les difierences infinimeaat petites et 
finies des fonctions , ces diverses quantités étant celles qui se pré- 
sentent le plus souvent dans Tanalyse des hasards, 

^e V<gpproximation des produits composés d*ua grand nombre de 
facteurs, et des termes des,poJ^nomes élei^és d de grandes puiss<mcee. 

53. Proposons-nous d'intégrer Téquation aux différences finies 
Si l*on y suppose 
on aura , en dcsignîitit af par JV , 



îi>. 



» »: 



d'où îbn tire eninltëgrant p&r p&i<ticiB, 'tsmfnaA la laéthttde ftéoé- 
dente, les ideux-équatioias duivartte©, ' 



= ^.(1 — x) 



dx ^ 



J,a première équation donne, en l'intégrant > 
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«t la seconde donne y pour déterminçr les deux limites dç Tinter 
grateySc^.^dac, 

ces limites sont par conséquent or =7 o et, j: = 00. Ainsi l'on a 

rintégrale étant prise depui» xz3s=iO ju^'à x infini ^ et A étant une 
constante arbitraire; 

Pour avoi;*, cette intég^raLe eU'^rie*^ pn détenpinera, cQn^ormér 
ment à la méthode exposée dans le n* a3, la valeur de a: y qtii 
rend af^ c"' un maximum i^ cette Takt)r est s. On fera donc, sui- 
vant la méthode citée , ' , . 

En supposant x = « -f- 6 , cette- léq^ation devient , ! * 



partant 



+D' 



»— <•• 



t-=-*.lûg(i-f.?)i-9.^^--ê + |-etc.; 
ce qui donne par le retour des suites 

9. y as 

par conséquent 

la fonction yi'.^Ac.c"'' deviendra donc 

L'intégrale relative à x devant être prise depuis x mil jusqu'à x inr 
fini y rintégrale relative à t doit être prise depuis / = — 00 jusqu'à 
t=ioo. £n intégrant comme dans le n^ ^o^on aura 
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On peut détennîner fort siftïplement le feictetrr i +• ^^ 4- ^W?- 
de cette manière. Désignons-le par 

i + 7+jr + etc.j 
ce qui donne 

jr,=:ji.s^^^. c""*\ V^a^rYi H- — + ^ + etcA 

* • 

JEn substituant cette. valeur de jr, dans. Péqoation proposée 
onanra 

4- O'"^'-- <^+,-TT+(7^.+^*^0=^+7+7-»- ^t^- 



ou 



(, H.^ 4.^ + etc.) .[c--(^ + i)-^osO +0- i] 



,. "t- —^ — «**" > 



or on a 



• -(.+0.1o6(.+i)=>-(.+l):. (i_2,+^_2.+otc.) 



•* -r— T H* T-^ cto- 



1 ....-■ V 

«ce. 



On aura donc, en observant que c "'* s=i— — 7+ etc., 
(.+f+£+ete.).(-;^^-^)=-£+*^_elo.; 
ce qui dpnne , en comparant les puissiaqces semblables de - , 

donc -, 

. ■ • • . . . 

Ce 
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On déterminera la constante arbitraire A y au moyen d'une yaleur 
particulière de^, ; en sii|)posant^ par exemple, q[ue a étant égal à/x ^ 
on ait ^,= Vi onaura 

ce qui donne 

Y 

par conséquent 9 

Voyons maintenant de quelle nature est la fonction jKf Pour cela, 
il faut intégrer l'équation aux différences finies 

On trouve Ëicilement que son intégrale est 

j^,= r.(A4+i).(;x4.a).(/44-3) ^; 

on aura donc, en comparant cette expression à la formule {q)i 

(m+i)'()^-I-3)-(m+3) « 



i.l') 



fxt^dx.cr» 

Si Ton Ëat/iss o , on aura fxf^dx.c^'^ssz i j partant 
i.a.3. . . .5=5*+*. c-\ \/â7.(i + ^ + -^gg^ 

Si Ton fait yx =3 -, m étant moindre que n\ on aura 

« = *+-, 
«' étant un nombre entier ; ainsi 
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or on a 

(.'+=+0.iogO+â=(''+?+D-(5-^+«'-) 



n ' flnV 



On a d'ailleurs, en Ëdsantar = r. 






l'intégrale relative à t étant prise depuis ^ = o jusqu'à t infini. En 
substituant ces valeurs dans la formule {q') , elle donnera 

ensorte que la valeur approchée du produit des termes de la 
progression arithmétique /n , m+rij m + 2n^ etc. dépend des trois 
transcendantes c, "K etfif*'''di.c'^^\ 
Si dans cette équation on fait pour plus de simplicité /z =: i , ce 

qui change m en /t , et si Fon observe que /i dt.c^^=:-. ftdt.c^^ j 

on aura 

(i4-/^).(a+At)....(^'+;.) 

1 -f- 6o( -f- 6,a* 



• 1 4- g.y 4- 6a* ' \ 

— /^+f^+5 j-^ 4/:::;: ^: j^-^ ^^ 



• ■ ^ 



s .c . Va*. 

En changeant fi dans — ;x, on aura 

(i— /*).(a — /t) («'—A*) 

£n multipliant ces deux équations , Pune par l'autre , on aura 



j' 



(l-^.).(4— ;f)...(,'.-.;^.) 



fl'l'dt.ç-'.JVdt.c-^ 



DES PROBABILITÉS. j5i 

L'éqaa^on (T) du n* a4 donne 



£n &isant /i s= i et /« = r — i , on a 



""(V) 



on a donc 



f/A.(i-;t*).(4-/tO...(»'*^0(i-^-^^+etc.y-«'-'.c^. 



i Ton Êdt /» infiniment petit, cette équation donne 

a7r=i».a*.3».. . ./'.(i — ^H-etc.V«'-'^-'.c»'; 
divisant donc Téquation précédente par celle-ci , on aiUra 

6inii**=A**.(i— /*•)•(»— 7)-(i '"Ç)*"0 ""?D*0 — T-H-ctc.). 

Si l'on fait s' infini , on a pour l'expression de sin f , ^ étant égal à /htt, 
le produit infini 

Texpression de sin ^ est ainsi décomposable dans une infinité de 
Êicteurs; ce que l'on sait d'ailleurs. 

En supposant ^ imaginaire et égal à ^' . V— 1 1 sin (p devient 



c-^-c^' 



; on a donc 



2V^— I 

et en Êdsant s' infini , on voit que c^' — c-^' est égal au produit 
infini 
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On aura, par un procédé semblable , le produit continu de ÊM^teort 
dont le terme général est une fonction rationnelle entière ou firac- 
tionnaire de s. Mais l'expression à laquelle on parviendra , pourra 
contenir d'autres transcendantes dépendantes d'intégrales définies 

de la forme fod^dx . c"^. 

On peut observer ici que ces produits étant mis sous la forme 
faf.(pdx*j leur diiférentiation par rapport à la variable «, présente 
une idée claire, et alors on a pour cette difFcrentielle,yà:'.^rfx.log Jt. 

Les expressions de y, données par les formules (9) et (9') du 

numéro précédent , ont encore lieu suivant la remarque du 

n* 3o, dans le cas où « et /xr sont négati&, quoique dans ce cas, 

l'équation 

o=ra:'-*"'.c"-', 

qui détermine les limites de ïïntégrale définie qui représente la 
valeur de y, , n'ait pas plusieurs racines réelles. Si dans la for- 
mule {q) du numéro précédent , on change 9 dans •— ^ , et /x dans 
— ;t , elle devient 



•r«; 



Y. K— i.c'.l/flîr.f 1 — . 1- -^^^ —etc.) 



(r-iy./-'.f 



dx.c' 



Fêtant la valeur dey, qui répond à s^i'^/i. Toute la difficulté 
se réduit à intégrer f -—r-- Pour y parvenir, û faut suivre le 

même procédé dont on a feit usage pour réduire en série, l'intér 
— -^^ — . On fera donc 

— fi étant la valeur de x donnée par l'équation 



C-* 



on aura ainsi 
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L^Hitégrale relative à x devant s'étendre entre lés deux limites qui 



r C-* 



rendent nulle la quantité — , il est clair que l'intégrale relative 
à 9 doit s'étendre depuis m =— oo jusqu'à «sr =: oo ; en réunissant 

donc les deux quantités . — et . — ,, , qui ré- 

pondent aux mêmes valeurs de «r , affectées de signes contraires , 
on aura 



/dx.c* cr.y — 1 ^, 



COS'sr. 






dx.c-* d-.i/— J -, ) (^'+1»')'" 



I 



— i.sin 'ïT^ 



(f**+^'r 



l'intégrale relative à « étant prise depuis <zar==:o jusqu'à «r=:oo. 
Si Ton développe lés quantités sous le signe/, les imaginaires 
disparaissent , et il ne reste qu'une fonction réelle que nous dé-, 
çiguerons par Qd^ ^ on aura ainsi 

/dx.(r' c^.^/irr ^- 

partant 

Voyons présentement quelle fonction de s est j'^;. Pour cela, 
reprenons l'équation primitive 

oa=(^4-i).^,—^,^,; 
en y changeant « dans — ^, et Êdsant^^^ss ii/, elle devient 

» '■ ' • . . . ■ ! i 

équation dont l'intégrale est 

F étant cosune ci>d«sdU8 , égal à y . Si ï'oa compare cette ex- 



• f 
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pression de yj:\ à la jprécedente , et si Ton obsèilre qne s^^pk 
est un nombre entier , et qu'ainsi Ton a (i— 1)**"^= 1 j on aura 

1 \ 13.J 388.J* / 



En diyisant les deux membres de cette équation par «, et les reiH 
versant ensuite, on aura 

(M-0-(H-a).(AA+3). . .s^^ll^^ . (1 +^ + etc.).yQd2r. 

Si l'en compare cette équation à la formule (q^ du numéro pré* 
cèdent , on a ce résultat remarquable , 

Je suis parvenu à cette équation générale , dans les Mémoires de 
l'Académie des Sciences pour l'année 178a, par l'analyse précé^ 
dente , fondée , comme on voit , sur le passage du réel à Pimagi- 
nairc. En faisant successivement dans Q, At=: 1 , /a= a , At=3 , etc. , 
on aura les valeurs d'un nombre infini d'intégrales définies i ainsi 
dans le cas de /A == 1 9 l'équation (O) donne 



/ 



1 +«* •"€ ^ 



formule que f ai donnée pareillement dans les Mémoires cîtéâ. Cette 
formule et toutes celles du même genre , peuvent se vérifier par 
les formules du n* a6; car on a par ce numéro. 



1 -f-ir* "^ flc ""^ J 1 -f- 



rfx.c""* 



Nous observerons ici , comme dans les Mémoires cités, que y 

étant égal à — -—zr ^fOA^ j on a , en substituant au lieu de JQd^^ 
M valeur donnée par Féquation (O) > 
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la première intégrale étant prise entre les deux valeurs imaginaires 



de X qui rendent nulle la quantité — , et les deux autres inté- 
grales étant prises depuis x nul jusqu'à x infini ; ce qui donne un 
moyen facile de transformer dans celles-ci, les intégrales r dx.sïnx 

- Pdx,C08X J ' xf^ 

^ J xf" 

54. Considérons maintenant Téquation générale 

f 

Si l'on fait 

a cl , , h 

elle prend cette forme 
Supposons 

nous aurons, en intégrant par parties, 

-f-yôr*""* . [(pdx.{n!x — np) + {p — x). rfSpJr 
Cette équation donne pour déterminer ^ , la suivante , 

o=:(n'a: — np).^dX'\^{p — x).rf<pj 

d'où Ton tire en intégrant , 

A étant une constante arbitraire. On aura ensuite pour déterminer 
les limites de l'intégrale , l'équation 

ou 

Ces limites sont donc a: = o et x=zpy sin + s et /l'-f- 1— n sont 
des quantités positives. Ainsi l'on aura, en prenant Fiutégrale dans 
ces limites , 
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On déterminera la constante A^ au moyen d'une Talenr particu^ 
lière de y^. Soit y cette valeur j on aura 

V 

■^=- '' 



par conséquent, 

^ ./x .ar,(p— x) 

/r •cfcr.(p — x) 

Intégrons présentement l'équation proposée aux difierences en yt^ 
Son intégrale est 

(^+m). (n+fx+i) (n+5— i-^ 

Dans cette expression , comme dans toutes celles formées de pro^ 
duits , les Ëicteurs du numérateur ne commencent que pour la 
valeur de s qui rend le dernier facteur égal au premier , ce qui a 
tieu ici lorsque b est égal à /x + 1 ; il en est de même des Ëicteurs 
du dénominateur. Pour la valeur de s égale à /t , le numérateur et le 
dénominateur se réduisent à l'unité qui est censée les multiplier 
l'un et l'autre. Si l'on compare les deux expressions précédentes 
de yn on aura 



Faisons/)— -j:;=/7tt*j le second meml^e de cette équation de-^ 
viendra 

*— ^ Ju .aM.(l — tt*) 

P • ^ an— an'-M , ^jn-^w^i ^ ' 

JU .du. (^i — u*) 

les intégrales étant prises depuis zis=o jusqu'à 2^=1, parce que 
ces limites répondent aux limites jc=p et x=o. On a donc 



Supposons » 5s 7 , «' = o et ft = 1 J si l'on observe que 



on 
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on aura 

Le premier membre de cette équation est le coefficient du terme 

moyen ou indépendant de a, du binôme ^i + a^^; on aura donc 

au moyen des méthodes précédentes , ce coefficient , par une ap- 
proximation rapide , lorsque a est un grand nombre. Pour cela , 
nous ferons 

ce qui donne 
et 

fdu . (1— tt*) • ^=^fdu . c 

Supposons 

V^i— £?-•'"== a'. ^.[1+ a. 5fC«),^•^flt^5r^•^^+(*^y<^^f•+ etc.]. 

En prenant les différences logarithmiques des deux membres de 
cette équation, on aura 

1 +3a . <yCO . ^^+5«t* . <y W . t^+7rt3 . ^(3) , t^-f, etc. ct^.c"""*^' ^ 

t+fit . 9CO . t3+flt» . g W . t*4-flt^ , <|C3) . i7^etc. *" 1— c""»*" ' 

et ce dernier membre est égal à 

et* et' 

1— .rt.t*H .iS 5.^*4- etc. 

i.a i .a.5 

(«t.t» , et*.t^ et^t» j 7^' 

i.a i.a.3 i.a.3.4 / 

On aura donc en comparant cette quantité au premier membre , 
et réduisant au même dénominateur ; Féquation générale 

G — a*.<7 i.a -^ -^ i.a.S'î i.a.3.4'î 

^.J2iri£).j0-4)_etc., 

* i.fl.3.4-5 ^ ^ 

jf^*^ étant égal à l'unité. Si Ton feit successivement dans cette équa- 
tion, i=i, î=5i,î=;3, etc.j on aura les valeurs successives j^*^ 

18 
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çW, jt*, etc. ; et l'on trouvera 

On aura ensuite 



5C0=_i, yC.)==iL, etc. 



/rfu . (i— u*/^^s=**./rf/. c"^i;i4-3«i-î^'^-«*+5«».^«.*<+7**.g^".<*-f-etc.]. 



L'intégrale relative à u devant être prise depuis « = o jusqu a «=i, 
l'intégrale relative à t doit être prise depuis t nul jusqu'à t iofini j 
on aura donc par le n* 37 

^.i:^.»3.y(3)+etc.| 



.5 ,.v . 1.3.5 



partant 

^-i:^.a^^C3)+ctc. 

Ainsi Ton aura par une suite très-convergente , le terme moyen 
ou indépendant de a , du binôme (~ + ^) • 

On parviendra plus simplement à ce résultat , par la méthode 
suivante , qui peut s'étendre à un polynôme quelconque- 

55. Nommons y,^ le terme moyen ou indépendant de a, du bi- 
nôme Q + ^) ) o^? ^ ^ revient au même , le terme indépendant 

de c"'*^""', dans le développement du binôme {c"^^"^ + c"^ ^"^y*. 
Si l'on multiplie ce développement par cto* , et qu'on l'intègre depuis 
*sr nul jusqu'à ^ £= i 'tt ; Û est facile de voir que cette intégrale 
sera {tt.^.j et qu'ainsi on a 

En e£fet ^ en développant le binôme renfermé sous le signe /, et 
substituant au lieu de c- *^ V^^, sa valeur cosa/nîr± \/^^.wi2r^j 
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on aura le terme moyen du binôme , plus une suite de cosinus 
de l'angle 2^ et de ses multiples ; en les multipliant par dts' , et 
les intégrant , cette suite se transformera dans une suite de sinus 
da l'angle 52^ et de ses multiples, sinus qui sont nuls aux deux 
limites ^=0 et nsrz=:^7r. Il ne restera ainsi dans l'intégrale que 
le terme moyen du binôme , multiplié par i t. Cela posé , si l'on 

substitue au lieu du binôme c*V^ + c-^V^""*, sa valeur a.cos^ , 
on aura 

y, = -^.yîto'.(cosv)*'i 
en supposant sin ^ = 2^ , on aura 

l'intégrale étant prise depuis u=zo jusqu'à w = 1 j ce qui coïncide 
avec ce que l'on a trouvé dans le numéro précédent. 

Considérons maintenant le trinôme Q + x -f-aj, et nommons^, 

le terme moyen ou indépendant de a , dans le développement de 
ce trinôme. Ce terme sera le terme indépendant de c=*=^V/^i, dans 

le développement du trinôme (c^V^—' + i+c"-*^— ')'; on aura 

conséquemment y en appliquant ici le raisonnement qui précède , 

« 

^, = - .yî/*îr . (i+a . cos ^y^ 

l'intégrale étant prise depuis -z^* = o jusqu'à /an = tt. La condition 
du maximum de la fonction ( 1 -f- a . 00s ^)' donne sin^sp == o ; 
ensorte que les deux limites de l'intégrale , ^ = o et ^ = ^tt , ré- 
pondent à des maxima de cette fonction j on partagera donc l'inté- 
grale précédente dans les deux suivantes , 

fdm.{i +2.C0S^)', ( — iy.fdAff.{2.C0Sfar — 1)'; 

la première de ces intégrales étant prise depuis ^ nul jusqu'à la 
valeur de ^ , qui rend nulle la quantité 2 . cos «r + 1 ; et la seconde 
intégrale étant prise depuis ^=0, jusqu'à sa valeur qui rend nuÙe 
la quantité ^ . cos ^ — 1. 
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Pour obtenir la première intégrale en série convergente, on 
fera 

( 1 + a .cos ^)' = S'.c**'* j 

en supposant «=:=-, extrayant la racine s de chaque membre , et 
développant cos ^ et c-**% on aura 

3_rzEr*H etc. == 3 — 3tf^* + 211 — etc.; 

d'où Pon tire par le retour des suites , 

^ = a*^|/3.(i — ^ + etc.); • 
partant , 

fchs'. (i + a .cos n^y = — ^.yi?/.c""**.f i "" g^ + etcA 

L'intégrale relative à t doit être prise depuis t nul jusqu'à t înr 
fini ; on aura donc 

/cter.(i 4-2 .cos ^y ïs ■ ^ !> . f 1 — Ygr- + etcA 
On trouvera de la même manière 

fd^ . (a • cos 'Sr— 1)'= -^--^ . (i — Y6~ + ^tc J; 
on aura donc 

r,= — T==. ('i — -ê— -l-etc. j + ■ ^~ _ . fi — -^— 4- etc.Y 

^ étant supposé un très grand nombre y cette quantité se réduit à 
très-peu près à — y=. C'est l'expression fort approchée du terme 

moyen ou indépendant de a , du binôme Q + i 4- «j' 

On déterminera de la même manière , le terme moyen d'un po- 
lynôme quelconque, élevé à une très-haute puissance. Supposons 

d'abord le nombre des termes du polynôme, impair et égal à 3/2+1 ; 
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et représentons ce polynôme par . . 

En substituant c^V^ pour a , ce polynôme devient 

i+a.cos<srH- a.coss'ïr + a»co8narj 

8in( J.'W 

or cette fonction est égale à — \-^, ^ — i ^ puissance s du po- 
lynôme est donc 



sin^'W 






Le terme moyen de cette puissance, est le terme indépendant de 
csr, dans son développement en cosinus de l'angle fsr et de ses 
multiples. On aura évidemment ce terme , en multipliant la puis- 
sance par d^ ; en prenant ensuite l'intégrale depuis ^ =o jusqu'» 
flar=: TT , et en la divisant par tt. Ce terme est donc égal à 



TT -^ \ 8in i 'W y 



La condition du maximum de — ^r*4 donne l'équation 



tang (22±i\ /©. sss ( a;î ^ 1 ) , tang ï 'z»-. 

D y a depuis 'sr nul jusqu'à ^s^^tt, plusieurs maxima alternative-' 
ment positifs et négatif. Le premier répond à ^ nul et donne 



/ ain ( }.v \ 



Pour avoir l'intégrale précédente, depuis ce maximum jusqu'au 

. /a» + 1\ 

8in ( y^ 

point où ' ? ■ est nul, ce qui a lieu* d'abord lorsque 
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(ïî±i).^— il ^, et (2îL±i^. w— z^, et qu'à cç maximum, 

la puissance s de . \ ^ ne surpasse point (a/H-i)'-(iT)S ^^ 

ainsi de suite. 

Maintenant, si à partir de l'un quelconque de ces maximà « 
on Ëdt 

f^iim^ Y- ( ''(rpy") ' -. 

n étant la valeur de v qui correspond à ce maximum; et si 

Ton fait 

'zr = n + w' j 

on aura en prenant les logarithmes des deux membres de l'équation 
précédente entre ^ettj 

s . log sin (^) . (n-+-ar') — ^ . log sîn i (n+ w' ) 
=:^.Qog sîn (2^). n — log sin i n] — <•. 

En développant le premier membre de cette équation suivant le» 
puissances de nar\ la comparaison de la première puissance donnera 
d'abord l'équation du maximum 

tang ^^^^^\ n = (a/x -f- 1 ) . tang ï n. 
En ne Qonsîdérant ensuite que la seconde puissance de v'y on aura 

ce qui donne 



rintégrale 



sin (£2±i).. 

prise entre les deux limites entre lesquelles - ■ . ° est nul 

de 
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de part et d'antre du maximum de cette fonctioD , est donc à très- 
peu près 



|/fl/i 






Celte expression a généralement lieu pour les intégrales relatives 
à tous les maxima qui suivent le premier ; seulement il faut n'en 
prendre que la moitié relativement au dernier qui correspond à 
n = TT. U résulte de ce qui précède , que cette expression par 
rapport au second maximum est moindre y abstraction faite du 
signe, que 

que relativement au troisième maximum y elle est moindre que 



\/an (/i+i).i9r 



.(D'î 



et ainsi de suite. Lorsque s est un très-grand nombre , ces iquan- 
tités décroissent avec une extrême rapidité , et elles sont incom- 
parablement plus petites que la quantité relative au premier 
maximum y et qui, comme on Ta vu, est 

on peut donc n'avoir égard qu'à cette dernière intégrale , et l'on 
voit que cela est rigoxureux dans le cas de n infini; car l'équation 

de condition^ du maximum y donne alors ( — - — ^.11 = ^-— — j.'tt, 

«„(?2±iYn 
r étant un nombre entier , ce qui rend . ^^ — fini , excepté 

lorsque n est zéro , ce qui répond au premier maximum. 

Si le polynôme est composé d'un nombre de termes , pair et 
égal à 2n y tel que 






1 . J I ^n-i I ..'»-^a . 



a • a * a* 



^9 
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en j substituant c*V^ au Meu de «, il derient 

2.COS l ^+ a.cosl'îr + a.cos Q^^—j.^^ 

ou !iîL^. Ce polynôme élevé à une puissance entière et positive, 

ne peut avoir Ae terme moyen ou indépendant des cosinus de ^ ^ 
et de ses multiples, qu'autant que cette puissance est paire; repré- 
sentons-la par 23 : alors le terme moyen sera 

îT "^ \8in i^w/ ' 

l'intégrale étant prise depuis ^ nul jusqu'à wrri'Tr. Cette intégrale 
se compose de diverses intégrales partielles relatives aux divers 

maximade la fonction ^l^~^ ; mais on s'assarera facilement, par 

Tanalysc précédente , que toutes ces intégrales , lorsque 25 est un 
très-grand nombre , et lorsque n est plus grand que l'unité , sont 
incomparablement plus petites que celle qui est relative au premier 
maximum qui correspond à rar nul ; et alors on trouve à très-peu 
prés le terme moyen de la puissance 2s du polynôme , égal à 

l'^(a«— 1 ) . (a« 4-1 ) . s7r 

En rapprochant ce résultat, du précédent, on voit que si Ton nomme 
généralement n' le nombre des termes du polynôme, et s' la puis- 
sance à laquelle il est élevé ; le terme moyen du développement sera, 
lorsqu'il y en a un , 



v^?F' 



^t pour qu'il y ait un terme moyen , (n'— i).s' doit être un nombre 
pair; c'est-à-dire que l'un ou l'autre au moins, des nombres /i'— 1 
«t s'y doit être pair. 

36. L'analyse précédente donne encore le coefficient de a- ' dans 
le développement du polynôme 
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car en faisant a = c* V-^ , ce coeflficîent es* égal à 



- .fdmt.{co% l^ qpv/— 1 . sin /«•) 






rintégralc étant prise depuis ^ nui jusqu'à 49* s=9r. En effet, si l'on 

multiplie le polynôme par 0=^ ' ou c^ ^^ V/— ' ^ le seul terme qui a 

pour facteur c=*='*^t^-^, devient indépendant de tr, et subsiste 
dans Tintograle précédente , où par Fintégration il se trouve mtilti- 
plié par tt. Il est clair que Fintégration fait disparaître la partie 
imaginaire de Fintégrale précédente ; car cette partie donne dans 
son développement, des sinus de Fangle tr et de ses multiples, 
sinus qui deviennent nuls aux limites de Fintégrale qui se réduit 
ainsi à 



- .fdzar , cos l^ 






Pour intégrer cette fonction, on fera comme ci-dessus, 






8in 



(a/z+ i)'.c 



En prenant les logarithmes et développant par rapport aux puis- 
sances de '2r, on am'a par le retour des suites pour 'zsr, une expres- 
sion de cçtte forme, 

^ = ;^4^=^.(i+^^+etc.); 
ce qui transforme Fintégrale précédente , dans celle-ci 
(£îi±lV . V^« .fdt. cos ( /';^l ].o-^(i+5.^^'+etc0, 

l'intégrale étant prise depuis t nul jusqu'à t infini. On peut facile- 
ment l'obtenir par le n° a6 , et l'on trouve , en n'ayant égard qu'à 
son premier terme , pçur sa valeur, 

V/ii.(ii+ i).a*r 
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C'est la valeur cherchée du coefficient de a* ' dans le développe- 
ment du polynôme , lorsque sa puissance ^ est très-élevée. 

Cherchons maintenant la somme de tous ces coefficiens , depuis 
celui de a~ 'inclusivement, jusqu'à celui de a' inclnsivemetit , /étant 
un grand nombre , mais d'un ordre inférieur à s. Four cela , nou» 
observerons que Ton a par le n* lo, 

=(t)""-î-(t)+iV.t+etc. 
d*où Ton tire par le numéro cité , 

:£ .yi =:Jyt 'dl — r -^i + n • -^^ + ^^c. + constante^ 

En prenant Fintégrale depuis le terme correspondant à / nul in-' 
clusivement , on aura la somme des valeurs de yi depuis cette 
origine jusqu'au terme yi exclusivement. La constante arbitraire 

sera égale alors à x-j^o — tï.-^ — etc.j ainsi la sonune des valeur» 
de yi depuis / nul inclusivement jusqu'à yi inclusivement, sera 

/v/.rf/+i.j^.-4-i.j, + iV.^'-î^-% + etc. 

Supposons maintenant 

•- II* 



alors les différences de yi seront successivement d'un ordre infé- 
rieur les unes aux autres j en ne considérant donc que les trois 
premiers termes de la série précédente , on aura 

pour la somme des coefficiens des termes du développement de la 
puissance s du polynôme , depuis / nul inclusivement jusqu'à / in- 
clusivement. En doublant cette somme , et en retranchant de ce 
double , le terme y. , on aura pour la somme des coefficiens , depuis 
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celui da terme correspondant à a~' inclasivement, jusqu'à celui du 
terme correspondant à a' indusivemeut, 

57. Nous ayons suppose dans les exemples précédens ^ que le^ 
équations aux différences enj/',, n'avaient point de dernier terme ; 
donnons un exemple d'une équation jouissant d'un dernier terme ^ 
et pour cela , considérons l'équation aux différences 

En faisant 
on aura 

ce qui donne d'abord pour déterminer ^, l'équation 

(1 +a:).rf^ + (z+l ).^dJCC:::zoy 

d^où l'on tire en intégrant y 

A étant une constante arbitraire. Ensuite on a 

ou 

d'où Ton tire 
ensorte que 

l'intégrale étant prise depuis jc =0 jusqu'à x =/7. En ajoutant à 
cette valeur à^y^y celle-ci 
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Piotcgrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini , et B ëtarrft 
une arbitraire ; on aura pour l'intégrale complète de la proposée 

expression que l'on peut mettre sous cette forme 

la première intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini^ et 
la seconde étant prise depuis x = ;? jusqu'à x infini. 
Maintenant , l'intégrale de la proposée 

est 

JK.— ,-.(i_j).(i.a) . . . -O-H-i) • V,^~ • i.a.3 X -^^ 

Q étant une arbitraire , et 2 étant la caractéristique des diffîrencet 
finies; ensorte que la fonction 2 /' ^^~' ^ ' « - «; » « Q^— ^+1 J , ^g^ 
égale à 

c'est-à-dire , à la somme des s prenûers termes du binôme (1+/7)'. 
Si l'on compare cette expression de y, à la précédente , on aura 

_-, r x'-\dx f , X. rx"\dx 

Si l'on fait ^ = 1 dans cette équation , et si l'on observe que le pro- 
duit 1.2.5. ...(5 — 1) se réduit alors à l'unité, comme on Ta t« 
dans le n' 34; on ti'ouve après les intégrations jB' = Q: ainsi B^ 
étant une arbitraire, cette équation se partage dans les deux 
suivantes , 

i.fl.5. . . .. (j— 1) _ r x^^ .dx 

1.(1—1). . . . 0—5+1) ""J (1+^)*-+-*' 

i.2.3....(j:— 1) ^ i.(i — i). ..0*— i+i) , / I \« Tx'-'.Jx 
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» d'où Ton tire 

*-T-«K-T- j 3 i' f 1. a. 3. ..(5—1) ^ ^ •'^'' Px^ydx^ 






l'intégrale du numérateur étant prise depuis xz=zp jusqu'à a: infini j 
et celle du dénominateur étant prise depuis oc nul jusqu'à x infini. 
Lorsque s et / sont de grands nombres , il sera Ëicile de réduire ces 
deux intégrales en séries convergentes , par les formules des 
n**" 32 et 23. On aura ainsi la somme de ^ premiers termes du 
binôme élevé à une grande puissance , par une approximation 
d'autant plu» rapide , que cette puissance sera plus haute. 
Si l'on effectue les intégrations, l'équation précédente devient 

• - « -'-.I '(^^0 ^t \ i , (/— 1) . (i— a) .... (t— i+a) ^., . 




(/—i+ 0.0—5+2) 



.fl 



i.a ' (i+p> 



»i— » 



i.a.3 C*— 1) • (i+p)'~* 

Le second membre de cette équation est une transformation de 
la somme partielle des termes du binôme (1 -^-p )*, transformation 
qui peut être utile. 

De r approximation des différences infiniment petites et finies, 

très^leuées , des fonctions, 

38. Considérons une fonction quelconque de z , que nous repré- 
senterons par (p {z). En y changeant z en z + f , désignons par 
y, le coefiicient de t' dans le développement de cette fonction j 
nous aurons 

i.f •— î • 2 . D . • • mS .y, 9 

* étant supposé nul après les différentiations ; et comme on a 
rf.^(z+p _ dj^ ^ ^^ supposant / nul; on aura 

d\(p(z) 



dz' 



l*2«(/f • 9 S •^3» 



\ 
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Ainsi la recherche de la différence s^' de ^ («) , se réduit à déye-^ 
lopper la fonction ^(z-ht) en série. 

Supposons que cette fonction de /soitunepuissance d'un polynôme 
de t , que nous représenterons par 

(a + bt-h c^H- etc.)'*. 
En exprimant par 

son développement en série ; on aura, en prenant les difierences 
logarithmiques , 

/tA.(^ + flc^+etc.) y, 4- ay«.^' ' » *+ syt.i'~^ + etc. 

a+ bt+ et* 4- etc. "^ yo+yt-t+y^.t'' +jr,.t'-j- etc.' 

Multipliant en croix, et comparant les termes multipliés par 1"^% 
on aura 

a. s. y, + b.{s — i).^,-. + c. (^ — a ) .^,«.,+ etc. 
=jit.6.j/',_, + aA^-c-JK/-»+ etc. 

Représentons par yx'"''^.dlr, l'expression de yr, cette équation 
devient 

/ b c \ f^<P-(«+i + â+etc.) 

o=a..(a + -+f. + etc.).(p-A'. ^ ^^ ^ ^ 

En égalant séparément à zéro , la partie de cette équation , afiectée 
du signe intégral, on a 

o=rf(p.(a + ^ + ^+etc.^+)iA^di:.(J; + ^H-etc); 
ce qui donne en intégrant , 

^ = ^.(a4--H- J,+ etc.) , 

^ étant une constante arbitraire. La partie de l'équation précé- 
dente , hors du signe intégral , donnera ensuite pour déterminer 
Jes limites de l'intégrale , 

o=^^.(^a + -.+ -4.etc.) ; 

cea 
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ces limites sont donc x = o , et x égal aux diverses racines de 
réquation 

o = a+-4-^ + etc. 

On aura donc par les méthodes précédentes , et par une approxi- 
mation trés-prompte , les coefficiens des puissances très-éleyées de 
t y dans le développement en série de la puissance 

(a + 6/ 4- et* + etc.)'* , 

et par conséquent on aura les différentielles très-éleyées de la 
puissance 

( a'+b'z+ c'z»+ etc. )^ 

qui se change dans la précédente , en changeant z dans x + f , et 

fiusaQt 

a = a'4- i'z 4- c V H- etc. , 

i = i' + 2c'z + etc. , 
c :=:i c' ^ etc. , 

etc. 

Appliquons cette analyse à un exemple. 
z étant le sinus d'un angle 6 , on aura 



dz'^' ~ dz' • |/TZI?* 

Pour avoir Texpression du second membre de cette équation, nous 
observerons que Ton a , par ce qu'on vient de voir , 

d' 1 ^ 

-j-, .— 7== = 1 .2.0. • .S.Ysj 

dz' \/i—z* '^'^ 

y, étant le coefficient de t dans le développement de [i— (^-f-f)*]'" *- 
On aura ensuite 

les limites de l'intégrale étant données par l'équation 
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Ces limite» sont 



a:s=5—- — 7— • XTszOy X 



Comme x a trois valem's , Texpression de^, prend cette forme, par 
le n* ag, 

A et w^' étant des constantes arbitraires ^ et la première intégrale 
étant priae depuis j: = — -j-— jusqu'à a: = o , et la seconde étant 

prise depuis a:=: o jusqu'à x = — |— • Si Ton fait 

Z + C08 m 

L'expression précédente de y, devient 






f 



la première intégrale étant prise depuis ^=o jusqu'à w égal à 
Fangle dont le cosinus est •— ;t , et la seconde étant prise depuis 
ce dernier angle jusqu'à 4^=^. Pour déterminer les arbitraires 
B et -ff', on observera que 

d'où il est facile de conclure 

partant 

ys=^ = — ^ —,.fdftir.{z+cosniry^ 

l'intégrale étant prise depuis *zar'=zzo jusqu'à 'î^'sss^r. En prenant cette 
intégrale, et observant que 

fd^. cos*'.'ar=: \ .fdm . {d^V^^J^ (T^^^'Y 



i.fl.5 ar i.5.5..*.(flr— i) 

a*'.(i.a.3 tY"^"^ a.4.6..,.ar ^'^'^ 
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on aura 

Îi !:(£— ^^ . 1.3 s.{s—i).(s—fx).Çs—Z) ,^>^ 
a i.a ^ a. 4 i.a.3.4 [ 

a. 4.0 i.a.0.4*^*^ J 

cette expression est fort composée , lorsque ^ est un grand nombre ; 
mais alors on peut obtenir sa valeur d'une manière fort approchée , 
en appliquant à l'expression de y, sous forme d'intégrale définie ^ 
les méthodes exposées ci-dessus. La fonction sous le signe intégral 
ayant deux maxima , l'un a l'origine de l'intégrale , et l'autre à son 
extrémité , nous la décomposerons dans les deux suivantes , 

^,=: r-[/ûto'- (-8? + COS^)'+(—l)' ./£?*»•. (cos^ — *)']# 

la première intégrale étant prise depuis «r nul jusqu'à for égal à 
l'angle dont le cosinus est — z , et la seconde intégrale étant prise 
depuis for nul jusqu'à ^ égal à l'angle dont z est le cosinus. Soit 

i =: «e , et Ëdsons 

(z-4-cos^)'=(i+^y-c 5 
on aura eb prenant les logarithmes et réduisant cos ^ en série , 

log (x >~ r*. X 4- . r _x- N — etc.^ = — a^i 
*^\ a.(i+») a4.(i+») y ^ 

d'où il est facile de conclure 

m^<^U. \/a.(i+Jf).(i — ^=^-^+etc.); 

on aura ainsi , en observant que Fintégrale doit être prise depuis^ 
t nul jusqu'à t infini, 

/d^.(z4Kîos^y=^pi.(i+^/+\(i-î^^ etc.) 
£n changeant z dans -— z, on aura 

yîte*. (cos w— z)' S3 j •(! — z) .^^i — g T eic,^, 
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partant 

y.= '. _ . (i - î^ + etc.) 

-H-^iî^.O-^-Hetcy 

dans le cas de a très-grand , cette expression se réduit à fort peu 
près à ce terme très-simple , 



(i— z) •. r2sw 



Si l'on multiplie l'expression (b) Aey, par le produit i .2*3. • .^^ 
produit qui par le n* 35 , est égal à 



5H- r 



^ . c-\ \/27r Yn- i^ + etc.) ; 
on aura à très-peu près 



s ^—1" 



rfi-. -- d»' - (.^/+r 

5g. Lorsqu'une fonction j, de $ peut être exprimée par une 
intégrale définie de la forme faf .^dXy les difiPérences infiniment 
petites et finies d'un ordre quelconque n , seront par le n** a i , 

^'=/a:'.(pcfa:. (log^)", 

Si au lieu d'exprimer la fonction de s , par l'intégrale y2c . ^dx , on 
l'exprime par l'intégrale fc'^^.^dx^ alors on a 

^' = (— i)-./r-.(pJ^.c-', 
A" .y, =:f(pdx . C-" . (c-'— 1 )". 

Pour avoir les intégrales n^'^"^ soit finies, soit infiniment petites , 
il suffira de faire n négatif dans ces expressions. On peut observer 
qu'elles sont généralement vraies , quel que soit n , en le supposant 
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même fractîomiaire ; ce qui donne le moyen d'avoir les différences 
et les intégrales correspondantes à des indices fractionnaires. Toute 
la difficulté se réduit à mettre sous la forme d'intégrales définies , 
mie fonction de ^ j ce que Ton peut faire par les n°« 29 et 3o , 
lorsque cette fonction est donnée par une équation linéaire aux 
différences infiniment petites ou finies. Comme on est principale- 
ment conduit dans l'analyse des hasards y à des expressions qui ne 
sont que les différences finies des fonctions , ou une partie de ces 
différences ; nous allons y appliquer les méthodes précédentes, et 
déterminer leurs valeurs en séries convergentes. 

4o. Considérons d'ahord la fonction V En la désignant parj^^, 
elle sera déterminée par l'équation aux différences infiniment petites 

m 

Si l'on suppose dans cette équation , 
elle deviendra 

d'où Ton tu-e en intégrant par parties , conformément à la méthode 
du n* 29 , les deux équations 

La première donne en l'intégrant , 

^A étant une arbitraire. La seconde équation donne pour les limites 
de l'intégrale /c""f'. ^dx , a: = o et -r = 00. On aura donc dans 
ces limites, 
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Pour déterminer la constante A , nous observerons que s étant i , 
le premier membre de cette équation se réduit à Tunité ; ce qui 
donne 

partant 

on aura donc par le numéro précédent 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
m nul jusqu'à x infini 

Pour déyelopper cette expression en série , supposons 



a étant la valeur de x qui répond au maximum du premier menalH^ 
de cette équation. Si Ton fait ap=a + 9, on aura, en prenant les 
logarithmes de chaque membre , et en développant le logarithme 
du premier , dans une suite ordonnée par rapport aux puis*- 
sauces de 9, 

A.9*+^',6» + ;/'.fl^+etc. = ^j 

les quantités a , A , h\ h\ etc. étant données par les équations 

suivantes : 



i— 1 n.c'"* 



etc.; 
on aura donc par le retour des suites, 

fl-.i. A Vi (5y-~4M-) y 
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-et cette suite sera d'autant plus convergente, que le nombre n 
sera plus considérable. En substituant cette valenf de d daiB la 
fonction yî/9 . c—'* , et prenant Kniegrale dans les limites ^=—00 
et ^ = 00 , limites qui correspondent aux limite» or sa o et ;r s: 00 , 
on aura 

ssa*-» .c— .((T-— 1)-. ^j . ^i -H ^gp— + etG.j. 

On a d'ailleurs 

ef lorsque i est très-grand , on a par le n* 33 , 

fxfdx.c'^zi:zt'^'^0c^.\^'^.(i +7^+ etc.); 
en divisant donc l'une par Tautre , les deux valeurs de 



on aura 




+ etc. 



Pour avoir la difiFérence finie 7^^'■' de la puissance positive ^'j 
il suffit , par le n" 3o ^ de changer dans cette équation i dans — i ^ 
et Ton aura 

a,l,l'f t'y etc. étant données par les équatio!» 
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"^ a (f — I ^ 

*— ~ 3a3 ^6*c*— i a* V— 1/^3* V— i^' 

etc. 

La série {fjJ) cesse d'être convergente , lorsque a est une très- 
petite fraction de Tordre i; car il est visible que les quantités 

/, /', r, etc. , formant alors une progression croissante, chaque terme 
de la série est du même ordre que celui qui le précède. Pour dé- 
terminer dans quel cas a est très-petit, reprenons l'équation 



C'^'^l' 



On peut la transformer dans la suivante , lorsque a est très-petit, 

o = i^ — s — -. U+-^ + etc. j: 

a a \ ' a ' /' 

id'où l'on tire à très-peu près , dans la supposition de a très^etit, 

i+i — n ^ 






ainsi a sera fort petit toutes les fois que i — n sera peu considé- 

table relativement à * + -. Dans ce cas, on déterminera A".»* 
par la méthode suivante. 
Reprenons l'équation 



A".*' = 






dans laquelle se change la formule (/*), lorsqu'on y fait i négatif 

et 
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et égal à — *. On peut mettre la fonction (c""'— 1)" sous cette 
forme 






xi 



= ( — jY.c ^ . af^/i H ^ . -z H ^-7-7 . ^ +etc.V 

^ -^ \ ' i.a.3 a» ' 1.3.3. 4. 5 a* ' / 

= (-.).. o--.^.(. +;^ + i^.^+e.c.)i 
on aura donc 

Si l'on fait 

on aura généralement 

or on a trouvé dans le n* 53 , par le passage du réel à l'imaginaire , 



r — ^ , .r — ^ 



l-« 



r dx' . C" a7 r.(— 1) ^ ay.(— 1) * 

J x'' fx'-'dx'.ç-" ~ (r— 1 ) . (r— a; . (r— 3} . etc . • 

partant on aura 

A* . ^' = (f— /z+i) . (i — ^w-t-a). • • • « • r^ + ^) 

mm 

1 +(f — 7i) . (/— n— 1 ) . — 

V ^ \ ay • r^ s Y 0*0 

+(t— n).(t— n— 1).0— »-«).(i— n— 3). / nV 

i5.i6.a4.(i + - J ' 
+ etc. ^ \ ^ a/ 

Cette série sera très-convergente, si i — n est peu considérable 

relativement à ^ H- - ; elle peut d'ailleurs être employée dans le 

cas où i est fractionnaire , conmie il est facile de s'en convaincre. 
Quant au produit (i — 7z + i).(/ — n-l-a)..../, il est facile de 
l'obtenir en série convergente , par le n* 3a. 
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La formule précédente est une application très -simple de 
l'équation 

/ ^y n ^y 



") 



que nous avons donnée dans le n' lo j car en développant le 
second membre de cette équation, et feisant ^,=^*, on obtient 
directement cette formule que nous avons conclue des passages 
du réel à l'imaginaire j ce qui confirme la justesse de ces passages. 

4i . Les formules ((x' ) et { /j!' ) des numéros précédent , sup- 
posent n égal ou moindre que i. En eflfet , si Ton considère Tex- 
pression 



A". 5' 



/ 



dx. c~^ 



X 



H-i 



dont le développement a produit ces formules; on voit que les limites 
des intégrales du numérateur et du dénominateur étant déterminées 
par le numéro précédent, en égalant à zéro le produit des quan- 
tités sous le signe intégral , par x; ces limites seront toutes ima- 
ginaires, lorsque i sera plus grand que n \ au lieu que dans le cas 
où i sera moindre que n , les limites de l'intégrale du numéra* 
teur seront réelles , tandis que celles du dénominateur seront 
imaginaires; il faut donc alors ramener ces dernières limites à 
rétat réel. Pour y parvenir , nous observerons que Ton a géné- 
ralement 

yr^«., » _, fc^'^'dx.c'^* 



Si l'on fait dans cette expression, î négatif et égal à -^r— • — , 
m étant moindre que n ; on aura 



m 



/dx.c^* 






or on a par le n' Sa , les intégrales étant prises depuis x nul jusqu'à 
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« infini , 

^+7)-(^ + J »=^^m > 

fx^dx . C-* 

î étant ici positif : c'est Texpression de / ' , ■ dont on doit faire 

usage dans le cas que nous examinons ici. Si l'on Ëdt x = ^ , 
on aura 



m m 

n 



-T'fx "dx . C-' .fx'^dx. C-' = n^f^-^-^dt. c-^' ./r^'d/ . c^^' ; 



m 



et Tequation (T) du n* 24 donne, en y changeant r dans m-f« i, 





«• 


./^~' 


"T'dt.c-' 


t- .yj«-. 


dt.c-^' = 


A 


TT 


• 




sin 


m 

71 


1 


aura 


donc 




















r- 


ix.cr* 


(- 


-iy-^».v 


> 








m 

sm — .w 
» . 


\fx^dx, c"- 





d'où l'on tire , en substituant cette valeur dans rexi)ression pré- 
cédente de A". s', 



(_0-^>.8m'^' 



A-.5'= ^ -.fx'dx . c-'.y'^.c--.(c-'— i)- (;*"') 

les intégrales étant prises depuis x nul jusqu'à x infini. 

Le procédé qui vient de nous conduire à cette équation, est 
fondé sur les passages réciproques du réel à l'imaginaire ; mais 
on peut y parvenir directement par l'analyse suivante qui confir- 
mera ainsi la justesse de ces passages. 

/dx c""'"* 
— ^-;:7- depuis X = a jusqu'à x infini j 



m 



on aura, en faisant f = rH — , la fonction 

/i 
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(-ly.c 



f ^— ** 



/— — . J . ( 1-1 ). —7 etc. 

or on a généralement , lof sque ot est infiniment petit , 



u, 



/étant zéro ou un nombre entier positif; car si l'on développe c— ** 
en série, et que Ton désigne par k.oL^.s^ im terme quelconque de . 



cette série, on aura 



Jt.a^-"/.A\^^-*"^^ = o. 



En effet , si g surpasse /, ce terme devient nul par la supposition 
de oL infiniment petit- Si g est égal ou moindre que/, g + r — / sera 
égal ou moindre que r , et par conséquent , il sera plus petit que n j 
et alors, par la propriété connue des différences finies. A". 5^*^^ 

sera nul. Il smt de la que A". / ""^f"? ^^ / 

Be réduit à 



x^' 



(— O'^^.A^.J^» 






l'intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini. Si l'on Ëd( 



0:==— , on aura 




= 5 • 1 



les intégrales étant prises depuis x et x' nuls jusqu'à x et x' infinis ; 
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on aura donc 

En substituant pour (i +~J . ^a +— Y . . .« , sa valeur —;——'* 
€t observant que Ton a par ce qui précède , 



77» m 

n ^ I n m t / j» n -m W" 

9 



fx' "dx'. c-'^fx" dx . c-'s= 



sin — .TT 
n 

on aura la formule (At"0- 

Si / est un très-grand nombre , on aura par le n* Sa , Tintée 
grale fr^dx . c~' j on^aura ensuite par ce qui précède , l'intégrale 

— ^ — ^j ^j ainsi Ton obtiendra, par une série très-conver- 
gente , la valeur du second membre de la formule citée. 

Supposons i infiniment petit, r sera nul, et — sera une fraction 
infiniment petite , on aura donc 

TU 771 . . 

sm — .'Tf s=— .^= i9r , 

A"y^-^^^=A',iog ^j 

la formule (/a"') donnera ainsi 

AMog . = -/^. Cc--i)- , 

expression que l'on réduira tellement en série convergente , lors- 
que n est un grand nombre. 

42. On a souvent besoin , dans ^analyse des hasards, de ne 
considérer dans l'expression de A".^', que la partie dans laquelle 
les quantités élevées à la puissance i sont positives. Nous allons 
déterminer la somme de tous ces termes. Pour cela, reprenons 
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la formule {/jJ") du numéro précédent. Si Ton y substitue au lieu 
de A'.^', sa valeur 

{s+nj-- n . (^4-/2—1)'+ '''^"7'^ . (5+n— a)'— etc. ; 

et si Ton y change ensuite s dans — ^ ; on aura , en ne continuant 
les deux déries du premier membre de l'équation suivante , que 
jusqu'aux termes dans lesquels la quantité élevée à la puissance i, 
devient négative , et observant que le signe + a lieu, si n est pair, 
et le signe — , si n est impair. 



(~i)'.Q'-/». (,_x)'+ îiifcL) . (._a)'-etc.] 
^—^ — .sm — .y2c'cte.c './•-^:p.c'*.(c^' — i)". 



Si Ton change dans la dernière intégrale , j: en — ax' . v/— i , elle 
devient, après toutes les réductions, 

iir-K (~i f^~ ,fx'^-'-\ dx\ [cos (a^— 72) . x'— v/^I^ . sin (a^— n) . x'] . (^^)' ; 

rintégraje relative à jc' étant prise depuis x' nul jusqu'à x' infini. 
Op aura donc 



(i )^ Q/î— ^y— 7? . («~5— 1)'4- îî^^î^ . (rt— ^— 3)'— etc.] 

d;^_i)'.Q^_;j.(5_iy4. 2iÇfzjO .(5_3y_ etc.] 

X [cos(ax — n)^^ — V^— i.sin(a5 — ^^)-^]-(-~r"'Y- 



(«) 



Supposons r=/ï — i , ce qui donne i =n— iH — , et comparons 

séparément les parties réelles et les parties imaginaires de l'équation 
précédente. On a 

m m 
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or on â 

1 s= cos aZ-TT + y/ — 1 . sin a/T , 

/ étant un nombre entier ; on aura donc 

/ \zr 2 IrïVTr /— — • ^Imvr 

(ij'» = COS h v—i -sm . 

» 

m 

Les valeurs correspondantes de ( — 1 ) " sont 

cos(2^+-i).— +v/I^.8in(a/+i).— . 

Maintenant ( 1 )' devant être supposé égal à Funité , dans l'équa- 
tion (o) , il faut choisir / de manière que cos ^-^ 4-y^-^i .sin ^ ^^ 
soit 1 , ce qui exige que Fon ait 

f étant un nombre entier que nous pouvons supposer nul j 
alors on a 

m 

( — 1) '^ = cos — H- i/— 1 .sm — ; 
mais on a 

la partie imaginaire du premier membre de Téquation (o) est donc 
--V/Zir. sin î^'. [^'~/^.(^— 1)^4- '''^'^~'^ .(^~ay~etc.]]. 

Déterminons la partie imaginaire du second membre de l'équa- 
tion (o). On a 

on a ensuite 



à cause de rs=:/i— i et de i5=/i— • 1+-} or on a par ce qui 
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précède , 

(-ir=:cosi^+i/rr.sm 






an ' an 



on aura donc , pour la partie imaginaire du second membre de 
l'cquation (o), 

• ^?^ m 

a-^ . kCIT . — ^ ./tte' .y " . co8[(2*— n).x'— ^ J. (?i^) .fx'dx.<r-'. 

Si l'on égale cette fonction à la partie imaginaire du premier membre 
de cette équation ; si Ton observe de plus que 



m 



foàdx.c'^Çi "*■?)• (^ 4-^)- ..^A'* .dlr.c— . 



en faisant hv=Lfe'^'^^dt.c-^% Tintégrale étant prise depuis t nul 
jusqu'à t infini ; enfin , si Ton suppose 2^ — n = z j on aura 

(/i+z) "—n.Cn+z— 2) "H l-_i.(a+z— 4) "—etc. 



(■+?)■(»+?) <— +?: 



) 



jift.a^ 



Dans le premier membre de cette formule , la série doit être 
continuée jusqu'à ce que Ton arrive à une quantité négative élevée 

à la puissance n — 1 -i- — , r ne surpassant point n j dans le se- 
cond membre , l'intégrale doit être prise depuis x' nul jusqu'à x' 
infini. 

La comparaison des parties réelles des deux membres de l'équa- 
tion (o) conduit au même résultat ; et d'ailleurs , elle prouve que 
pour la coïncidence des deux résultats tirés de la comparaison 
des quantités réelles entre elles et des quantités imaginaires entre 
«lies, il est nécessaire de supposer , comme nous l'avons fiut, /= o. 

On 
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On peut encore parvenir à la formule (p), au moyen de l'équa- 
tion suivante 9 

i.[(p(z+a,n)— (p(z, /i)]= («-f-z+2),(p'(z+2,7z)+(/î— je).(p'(^,n), 

9'(z, n) étant le coefficient de dz dans la dififérentielle de ^(z, /i)^ 
et ^ ( z, n) étant égal à 



tous les termes dans lesquels la quantité élevée à la puissance i 
est négative, devant être rejetés , et z ne surpassant point n , 
ensorte que la quantité élevée à la puissance i, ne surpasse jamais 
3/1. En résolvant cette équation aux différences infiniment petites 
et finies, par la méthode du n** 3o, et déterminant convenablement 
les constantes arbitraires , on parvient à la formule {p ). 

Nous allons maintenant donner quelques applications de cette 
formule, qui vont nous conduire à plusieurs Ûiéorèmes curieux 
d'analyse. 

Supposons m nul , alors on a 
la formule (p) devient ainsi 



i.a 



i.a,5 (n — i).fl* 

fdaf» C08 za/. f — TT") 



TT 



on a 



log(^)"=».log(x ^ J 0:"+^ y* - etc.); 



ce qui donne 



(«^)-=o-K(.-^Ve.c.); 



on aura donc , par le n"" 26 , en Êusant z =/V^9 
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i.d.S (n — i)ra* 



5 0?) 



la série de ce dernier membre devant être arrêtée aux pmssances 
des quantités négatives. 

En différentiant cette équation par rapport à r, on am*a, avec 
la condition de l'exclusion des puissances des quantités négatives., 

i.a^...n — a. a» U i -a 

= — 3r.y/ ^.<r-i»*. fi J-..(5— lor^+'SrO +«tc.n 

£n continuant de dififérentier ainsi , on aura les valeurs des àiSè- 
rences inférieures , pourvu cependant que le nombre de ces di£E9* 
rentiations soit fort petit relativement au nombre n. On peut 
observer que ces équations subsistent, en y faisant r négatif; car 

cos zx' ou cos x^r\/n est le même dans les deux cas de r positif 
et de r négatif. 

On peut , en intégrant successivement l'équation (ç) , obtenir des 
théorèmes analogues sur les difierences finies des puissances su- 
périetœes à ti , en excluant toujours les |>uissûnces des quantités 
négatives. Ainsi l'on a, par une première intégration, 



etc. 




On déterminera la constante arbitraire C, en Êusant commencer 
avec r, l'intégrale ySr.c * , et en observant qu'alors rétant nul, 



DES PROBABILITÉS: 171 

le dernier membre de l'équatioa se réduit à cette constante. Daœ 
ce cas , le premier devient 

Mais on a , comme on sait, sans Texclusion des puissances des * 
quantités négatives, 

n" — n.(n — 2)"+ctc. . . .q=7i.(a— ;ï)*qp( — 7î)"=i.2.3. ...n.2% 

le signe supérieur ayant lieu si n est pair ^ et le signe inférieur ai 
n est impair. Dans les deux cas , on voit que la somme des termes 
dans lesquels les quantités élevées à la puissance h sont négatives , 
est égale à la somme des autres termes; on a donc, avec l'exclu- 
sion des puissances des quantités négatives, 

n"— /ï.(7z— a)"-f-^^^^^.(/i— 4)"i— etc.= i.a.5, . .».a*~'} 
ce qui donne ^=7; par conséquent , 

(« + r V^n)-— it. (n+r k^— a)"+ '\ ^ \ (n+r V^S— 4)»--.etc. 

1 .2.3. . . ./i.a* 



En intégrant de nouveau cette expression, et déterminant conve- 
nablement la constante arbitraire , ou troave 

i.a.5, .. .(/i+i).a". V^fj 

43. On peut étendre les méthodes précédentes à la détermina- 
tion de la diflFerence n*"^ d'une puissance quelconque d'une fonc- 
tion rationnelle de s. U suffit pour cela de réduire par la méthode 
du n* ag , cette fonction à la forme/c' . çdûc. Mais on a vu qu'aIor$ 



s 



/ 
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on pâment pour déterminer ^ , à une équation différentielle d'un 
degré égal au plus haut exposant de s dans cette fonction , et qui 
le plus souvent n'est pas intégrable. On peut obvier à cet in- 
convénient , au moyen de multiples intégrales , de la manière 
suivante. 

Considérons généralement la fonctioii 

1 ' 

Si dans l'intégrale yx'^'^ilr.c"^'^''^*', prise depuis x nul jusqu'à x 
infini, on change {s^p\.x en x', elle devient r^rry*/^'*^'^^' -^^ 

la nouvelle intégrale étant prise dans les limites qui la précèdent. La 
comparaison des deux intégrales donnera 

11 suit de là que 

I 

/jH-'.x'*'-'. x"^'^^. etc.dj: . daf . dx" , etc. c-;'^/>'*^-P^*^-ctc."/( :r^»^H-x^4-etc3 

^ fx'-'dx . C-' .fx^'-^dx. c-'' .fx-^'-^dx" . c-'\ etc. ' 

toutes les intégrales étant prises depuis x , x'^ a?", etc. nuls jusqu'à 
leurs valeurs infinies ; on aura donc 



A-. 



/x*-' . x'*"^' . etc. Ar. dx'.etc . c~r^-P^*^~«c -K^-^x^-t-etc) , ^^ >~x^:K--ctc — ^y 

— ~' /x*-*d:r . c-'./x'«— £/x'. C" . etc. * 

On réduira facilement en séries convergentes , par la méthode du 
n*' 4o , le numératetœ et le dénominateur de cette expression j et si 
Ton change dans ces séries , les signes de i , H^ etc. j on aura la valeur 
très-approchée de 

A'.(5+p)'.(5+/7.etc., 

n., î, i', etc. étant supposés de très-grands nombres. On trouvera ' 
par le nmnéro cité , 
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a, a\ etc. étant déterminés par les équations 

i' + 1 » + 1 



a 



* +1 



r — ^-s — ^P P> 



a 

etc. 



Le cas le plus ordinaire est celui dans lequel les exposans i , i^, 
i\ etc. sont égaux ^ et s-^p^ s-^p^ etc. forment une progression 
arithmétique. On peut obtenir alors, par la méthode suivante , la 
différence finie de leur produit élevé à ime haute puissance. 

Considérons la différence A".(^.^— 1)*. Si l'on fedt ^5=^'+^j 
elle devient 

En développant cette fonction en série , on a 

A» . y»* — i . A- .^'*^*+ î^^^ . A-. «'•'-<— etc. 

4 i.a-4 

Les formules du n* 4o donneront la valeur approchée de chacun des 
termes de cette série , et l'on voit, par ces formules , que n et i étant 
de très-grands nombres, A",«*'^^ est d'un ordre moindre de deux 
unités, que A".^*'; d'où il suit que chaque terme de la série précé- 
dente est d'un ordre inférieur d'une unité , à celui qui le précède • 
ce qui montre la convergence de la série. 

On arriverait au même résultat en résolvant par approximation^ 
l'équation différentielle du second ordre en (p, à laquelle conduit la 
méthode du n* ag. Lorsqu'on suppose 



(s'* ^2) ^=fc"''^<Pdxi 
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on a 

En Élisant disparaître s' cle$ coefficiens de cette équation , par la 
méthode eifée , dans les termes affectés du signe intégral ; égalant 
ensuite à zéro , la somme de ces termes , et supposant ensuite dans 
l'équatioA différentielle que l'on obtient ainsi , ^ égal à une suite 
ascendante par rapport aux puissances de x ; on aura une série 
convergente. On aura ensuite 

d'où l'on tirera ime valeur en série de A" A'* — ^J > ^* ^^^^ laquelle 
il suifira de changer le signe de i > pour avoir la valeur de 

A..(.'.-i)'. 

Cette manière de résoudre par approximation , l'équation diffé- 
rentielle en^ , et que nous avons indiquée à la fin du n* So, peut 
servir dans un grand nombre de cas où cette équation n'est pas 
intégrable exactement» 

Remarque générale sur la convergence des séries. 

44. Nous terminerons cette Introduction , par une observation 
importante sur la convergence des séries dont nous avons fait uo 
ei fréquent usage. Ces séries convergent ttès^rapidement dans leurs 
pretniers termes; mftis souvent cette convergence diminue et finit 
par se changer en divergence. Elle ne doit pas empêcher l'usage de 
ces séries ) en n'employant que leuts premiers termes, dans lesquels 
la convergence est rapide ; car le reste de la série , que l'on né- 
gtige y est le développement d'une fonction algébrique ou intégrale , 
très-petite par rapport à ce qui précède. Pour rendre cela sensible 
par un exemple , considérons le développement en série , de l'in- 
tégrale fdt • c-^' , prise depuis t:=:T jusqu'à / infini. On a , par 
le n* 37 , 
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,•■. „ c""^* / 1 , 1.3 1.3.5 , . _ \ 

Cette série finit par être divergente , quelque grande que soit la 
valeur que l'on suppose à T; mais alors on peut employer sans 
erreur sensible , ses premiers termes. En effet , si l'on considère , 
par exemple , ses quatre premiers termes , le reste de la série 

sera ^' '/"^ . f^^ — ; or cette quantité , abstraction Êdte du signe, 

1 3 5 c" ^ 

est plus petite que le terme — ; ^^ '^^ — qui précède ; c'est-à-dire 
que l'on a 

En effet on a 

dt, c ^^ c "* /• > , Tî— «• 






t étant égal à T+Zy et l'intégrale devant être prise depuis z nul 
jusqu'à z infini. On a donc 

rdt. c^'* ^ c- ^ 
7.J — p— <7-77rî 

— r- 
or cette dernière quantité est moindre que ^^^ , lorsque a 7* sur- 
passe 7 ; par conséquent si T est un grand nombre , on peut em- 
ployer sans crainte d'erreur sensible , les premiers termes de 
la série précédente qui exprime l'intégrale yîf^.c-^". 

Ce que nous venons de dire sur cette série, peut s'appliquer 
à toutes celles que nous avons considérées, et doit ôter toute 
inquiétude sur les usages que nous en avons faits. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Principes généraux de cette théorie. 

1 . 1 ous les ërënemens , ceux même qui par leui pedteesp. , semblent 
ne pas tenir aux grandes lois de la nature , en sont une suite aussi 
nécessaire que les réyolutions célestes. Une intelligence qui pour 
un instant donné , connattrait toutes les forces dont la matière est 
animée , ainsi que la positioA et la vitesse de chacune de ses mo- 
lécules ; si d'ailleurs eUe était assez vaste pour soumettre ces don- 
nées à l'analyse , embrasserait dans la même formule , les mouve- 
mens des plus grands corps de l'univers et ceux du plus léger atome. 
Pour une semblable intelligence , rien ne serait irrégulier, et la courbe 
décrite par une simple molécule d'air ou de vapeurs , paraîtrait 
réglée d'une manière aussi certaine , que l'est pour nous l'orbe du 
soleil. Mais dans l'ignorance où nous sommes de Fimmensité des 
données nécessaires à la solution de ce grand problème , et dans 
Timpossibilité , vu notre faiblesse, d'assujétir au calcul la plupart 
de celles qui nous sont connues , alors même que leur nombre est 
très-borné; nous attribuons les phénomènes qui nous paraissent 
arriver et se succéder sans aucun ordre, à des causes variables 
et cachées , dont l'action a été désignée par le mot hasard , mot 
qui n'est au fond que l'expression de notre ignorance. 

La probabilité est relative , en partie , à cette ignorance , et en 

a5 
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partie , à nos connaissances. Nous savons que sur trois ou un 
plus grand nombre d^événemens y un seul doit exister ; mais rien 
ne porte à croire que Fun dPeox arrivera plutôt que les autres. 
Dans cet état d'indécision , il est impossible de prononcer avec 
certitude sur leur existence. Il est cependant probable qu'un de 
ces événemens^ pris à volonté^ n'existera pas ; parce que , sur divers 
cas pour nous également possibles , nous en voyons plusieurs qui 
excluent son existence , tandis qu'un seul la favorise. 

La théorie des probabilités consiste à réduire tous les cvéne- 
mens qui peuvent avoir lieu dans une circonstance donnée , à un 
certain nombre de cas également possibles , c'est-à-dire tels que 
nous soyons également indécis sur leur existence, et à déterminer 
parmi ces cas, le nombre de ceux qui sont favorables à l'événe- 
ment dont on clief che la probabilité. Le rapport de ce nombre à 
celui de tous les cas possibles , est la mesure de cette probabilité 
qui n'est donc qu'une fV/K'.tion dont le numérateur est le nombre 
dés cas &vôrables/et doiît le dénominateur est celui de toœ les 
caspod^les. 

Tons nos jugemesa sur lee choses qui ne sont que vrabem- 
4>lable8 (et c'est le plus grasid nombre)., sontlondâi sur un pareil rap- 
port. La diffîresioedes^doimées que chaque homme a sur elles, et la 
' manière :80u vent erranée dont onappréde ce rapport , donnentsais- 
sance a cette foule d'cfonions que l'on voit exister sur les méims 
objets. Pour en donner un eiLemple , considérons trois urnes ^ j 
ByCy dont une ne renfinma que des boules noires., tandis que las 
4eux autres ne contiennent que des boules blanches. On tore jme 
boule de fume C, et l'on demande la probabilité qoe cette lioide 
sera noire. Pour celui qui ignore laquelle des trois urnes ne Ion- 
ienne que des houles noires, .et qui n'a pas de motife de croijse 
qu'elle est pkrtôt Cque if ou ^ , ces trois hypothèses sont égale- 
ment possibles, et connue une boule noire ne peut être extraite 
que dans la première hypothéee , la probabilité de l'extraire est égaie 
à un tiers. Pour cehii qui sait d'avance que l'urne A ne contient que 
des boules blanches , l'indécision ne porte que sur les urnes B et C, 
et k probabilité d'extraire une boule noire de l'urne C7 , est f Enfin, 
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eetle probabililé se change en certitude pour celui qui sait que les 
deux urnes ^ et ^ ne contiennent que des boules blanches. 

Quand tous les cas possibles sont favorables à un éTcoeraent , 
sa probabilité devient égale à l'unité , et se change en certitude. 
Sous ce rapport, la certitude et la probabilité sont comparables; 
quoiqu'il y ait une différence essentielle entre les deux états de 
Pesprit, lorsqu'une vérité lui est rigoureusement démontrée, et 
lorsqu'il aperçoit encore une peUte cause d'erreur- 

La notion précédente de la probabilité suppose qu'en foisant 
croître dans le même rapport, le nombre des cas favorables, et 
celui des cas possibles , la probabilité reste la même. Pour s'en 
convaincre , considérons deux umea ^ et J? dont la première 
contienne quatre boules blanches et deux noires, et dont la seconde 
ne renferme que deux boules blanches et une noire. On peut ima- 
giner que dans la première urne , les deux boules noires sont atta- 
chées par un Uen qui .se rompt au moment où l'on saisit l'une 
d'elles , et que les quatre boiUes blanches ibrmcut deux systèmes 
semblables. Toutes les chances qui feront saisir l'une des boules 
du système noir , amèneront une boule noire. Si Ton conçoit , 
maintenant, que les liens qui unissent les boules, ne puissent sa 
rompre; le nombre des chances possibles ne changera pas, non 
plus que le nombre des chances favorables à l'extraction des boules 
noires ; seulement , ou tirera de l'urne deux boides à la fois ; la 
probabiUté d'extraire xme boule noire de l'urne , sera donc la même 
qu'auparavant. Mais alors on a évidemment le cas de Turne B , 
avec la di0ërcnce que les boules de cette dernière urne seront 
remplacées par trois systèmes de deux boules invariablement unies. 
Ici , les cas également possibles ne sont pas les extractions des 
boules, mais les chances qui les amènent, et dont la somme peut 
être supposée la même pour chaque urne , et répartie sur six 
boules dans la première, et sur trois dans la seconde. La juste 
appréciation des cas également possibles, est un des points les 
plus délicats de l'analyse des hasards. 

Lorsqu'un événement est composé de deux événemens simples, 
îndépendans l'un de l'antre ; il est clak que le nombre de tous les 
cas possibles, est le produit des deux nombres qui expriment loui 
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les cas possibles relatif à chaque événement simple ; parce que 
chacun des cas relatife à Fan de ces éyénemens , peut se comM-^ 
nér avec tous les cas relatifs à l'autre événem^it Par la mésie 
i:aison , le nombre des caBËtyorables à l'événement composé , «st 
\fi produit des deux nombres qui expriment les cas &yorabtes k 
chaque événement simple; la pr(^)abîlité de Févénement composé 
est donc alors le prodîdt des probabilités dfi chaque événement 
simple. Ainsi la probabilité d'amener un as avec un dé , étant un 
sixième , puisque sur six cas également possibles , un seid est &vo- 
pble i la probabilité d'amener deux a^ en projetant deux dés à la 

fois y sera 4 ou ^. Cest aussi la probabilité d'amener deux fois dà 

suite un as , avec un seul dé , lorsqu*on sut]^ose ses feces parfid-^ 
temcnt égales ; et dans ce cas , la probabilité d'amener un as , ttz fois 

de suite , est ^. 

* Si les événemeps simples jdont lji^3 entre eux , de manière que 

la supposition de l'arrivée du premier , influe sur la probabilité de 

l'arrivée du second ; on aura la probabilité de l'événement composé| 

en déterminant , i* la pi^obabilité du premier événement; a* ïa pro» 

habilité que cet événement étant arrivé, le second aura fieu. Le 

produit de ces deux probabilités sera celle de l'événement Qçmr 

posé. Ainsi dans le, cas précédent de trois urnes A^ B^ C, dont 

deux ne contieni^at que 4es boules blanches , et dont l'autre ne 

contient que des boules noires , la probabilité d'extraire une boule 

blanche de l'urne C, et une boule noire de l'urne iî, est 7; car la 

probabilité d'extraire une b9ule Wa^iche de l'urne C, est f , puisqufl 

sur les trois hypothèses également possibles , et relatives à f urne qui 

ne contient que des boules noires, deux favorisent l'extraction 

d'une boule blanche de l'urne C. Ensuite en supposant que l'on à 

extrait une boule blanche de l'urne <7, l'indécision relative à l'urne 

qui contient des boules noires , ne porte plus que sur les urnes A 

et 5 ; la probabilité d'extraire une boule ftoire de l'urne B , est donc 

\ \ par conséquent , la probabilité de l'événement composé , est 
i. i ou -i 

Pour démontrer d'une manière générale la proposition que nous 
venons d'énoncer , nommons p le nombre des cas possibles relatife 
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tra premier événement , et p' celui des cas qui lui sont ikyorables. 
Nommons ensuite q le nombre des cas possibles relatifs au second 
érâiement, qui correspondent à chacun des cas j^; et q^ le nombre- 
des cas qui lui sont Ëiyorables. Le nombre de tous lès cas pos- 
sibles relatifs âréyénement composé, sera évidemment /19, etle 
nombre des cas Ëiyorables à cet éyénement, sera j^y ; sa possibir^ 

Kté sera donc S^. Or £- est la probabilité du premier événement ; 



./-.' 



^ est la probabilité que le premier événement étant arrivé, le 

second aura lieu; puisqu'alors le nombre des cas possibles est 
réduit de /Tçr kp'q , celui des cas &vorables à l'événement composé 

étant toujours p'q'. De plus , la probabilité 2i ^st le produit des 



J^9 



deux fractions — et ^ j on a donc ce principe : 

I" PKiwcii-iîi. Lu probabilité d'un événement composé de deuùc;^ 
és^énemens simples j est le produit de lu fjruhuhîUtà d'un de ces ^pe- 
nemens y par la probabilité que cet és^énement étant arrivé y tautr0 
événement aura lieu. * 

De ce principe résulte le suivant , relatif à la probabilité de^ 
événemens futurs , tirée des événemens observés. En considérant 
^omme événement composé , révénement observé joint à l'événe- 
ment futur ; la probabilité de ce dernier événement , tirée de révé- 
nement observé , est évidemment la probabilité que l'événement 
observé ayant lieu, Tévénement futur aura lieu pareillement. Or, 
par le principe que nous venons d'exposer, fcette probabilité mul- 
tipliée par celle de l'événement observé, déterminée à priori y ou 
indépendamment de ce qui est déjà arrivé^ est égale à celle de 
Pévénement composé , déterminée à priori ; on a donc ce second 
principe : 

II* Principe. La probabilité (f un événement Jutur y tirée dtun eVe- 
nement observé y est le quotient de la division de la probabilité de 
V événement composé de ces deux événemens , et déterminée à priori , 
par la probabilité de F événement observé y déterminée pareillement 
à priori. 

Du même principe découle encore cet autre principe relatif à la 
probabilité des causes , tirée des événemens observés : 
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m* PRINCIPS. Si un évérmment obserpé peut résulter de n coMei^ 
différentes ; leurs ffroiakiUiés soiU respectivement , comme les probuB^ 
hilités de F événement f tirées de Imr existence ; et là proèabilite de 
chacune d'elles est unejradicn dont le numérateur est la probaki^ 
Uté de Péuénementf dans t hypothèse de t existence de la cause j et 
dont le dénominateur est la somme des probabilités semblables , rela^ 
tis^s à toutes les causes. 

Considérons en effet , comme événement composé , FévénemeQt 
observé résultant tf une de ces causes. 

' La probabilité de cet évàiratient composé , probabilité que nous 
désignerons par Ey sera en vertu du premier principe , égale au pro*» 
duit de la probabilité de Tévénement observé, déterminée à priori^ et 
que nous nonunerons F^ par la probabilité que cet événement ayant 
lieu y la cause dont il s'agit existe y probabilité qui est celle de k^ 
cause j tirée de l'événement observé , et que nous nommerons P\ 
on aura donc 

La probabilité de l'événement composé , est le produit cfe la pro- 
babilité de la cause , par la probali^té que cette cause ayant Keu, 
Févénement arrivera , probabilité que nous désignerons par JST- 
toutes les n causes étant à priori également possibles , ta probabSilô 

de chacune d'elles est -; on a donc. 

n 

La probabilité de l'événement observé , est la somme de tous les 
E relatifs à chaque cause ; en désignant donc par 5*.-, ta somme 

de toutes les valeurs de — ; on aura 

n 

n ' 

L'équation P=^j? deviendra donc 

p= ^ 



ce qiû est le prmoipe énoncé ci^dessus. 
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Pour appliquer les principes précédens à un exemple y supposons 
qu'une urne renferme trois ixHdes ^yot ehacune ne puisse être que 
blanche ou noire ; qu'après avoir tiré une boule , on la remette 
dans Furne pour procéder à un nouveau tirage , et qu'après m 
tirages , on n'ait amené que des boules blanches. Il est visible que 
l'on ne peut Ëdre à priori , que quatre hypothèses ; car les boides 
peuvent être, ou toutes blanches , ou deux blanches et \me noire , 
^u deux noires et une hlâxicbe y ou en&i toutes noires. SI Fon con- 
sidère ces h;ypothèses comme autant de causes de l'événement 
observé ; les probabilités de l'événement , relatives à ces causes , 

seront 

«* 1 

■ 

Les probabilités respectives de ces h3rpothèses , tirées de Fév^* 
ment observé, seront dooe , par ie troifiiràiejiHrinfc^, 

On voit , au reste , qu'il est inutile d'avoir égard aux hypothèses qui 
excluent l'événement, parce que la probabilité résultante de ces 
hypothèses , étant nulle , leur omission ne change point les expres- 
sions des autres {^r<^)abilités. 

Si l'on veut avoir la probabilité de n'amener que des boules 
noires dans les m' tirages suivans ; on déterminera d priori , les 
probabilités d'amener d'abord m bcoiks blanches , ensuite m' boules 
noires. Ces probabilités sont, relativement aux hypothèses pré- 
cédentes , 

et comme d priori y les quatre hypothèses sont également possibles, 
la probabilité de l'événement composé sera le quart de la somme 
des^ quatre probabîhtés précédentes , ou 

1 2" -f- a*^ 



Les probabilités de Févénement observé , déterminées d priori , 
dans les quatre hypothèses précédentes , étant xespectivement 
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le quart de . leur somme , ou 

4 '\ 3=^""/^ 



* * 



probabilité} on aura par le second principe, 



t,xpnapo8é, par^Çl^tp 



' T 



' -'' ' '' ••' V ■ ; • 



pour la probabâité cKamenen m' boulea ftokesidansles <m' Ikag^ 

fluivans. ■ •» *• -. ••* •.•m .. ^ ••/* ^^-foq 

On peut enoore déterminer cette prohabiBté k^P^ «1^ P^^û^V* 
suivant. » . . r ^ . : : . ;. ,i.j.j 

!¥• Principe. La pt6biAîlîté ' ^un événement futut ^st tà'ÈomMt 
des produits de la prôbahiUté de chaque cause , tirée de 'fépérusmerit 
observé, par la probabilité que cette càusk existant, Pét^nementjk^ 
aura lieu. '.il'.* 

Ici les probabilités de cha<iue çai^Lse , tirçes de réyénement hh^, 
aeryé, «ont ^ comme on Ta yu, 

5«4.a"»+i' 3"+fl»+i> -S^+a^+i^ ^' ij 

les probabilités de réyénement futur, relatives à ces cauâes^ iàtit 
respectivement • * j: 

la somme de leurs produits respectif, ou ^ ^ 

3-^.(3'"4-a"'+0' 

sera la probabilité de réyénement futur , tirée de Péyénement ob- 
servé ; ce qui est conforme à ce qui précède. ' ' ' 
S^ Ton suppose quatre boule^^ dans Turoe y et qu'ayant amené une 

^ toùlb 
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I Ijoule blanche an premier tirage, on cherche la probaLilit»; de 
l n'amener que des boiijes noires dans les m' tirages suivuns ; on 
j trouvera, par les principes exposés ci-dessus, celte probabilité 
'î à 

10. 4-' • 

Si le nombre des boules blanches égale celui des noires ; la 
probabilité de n'amener que des boules noires dans m' tirages, est 
^. Elle surpasse la précédente , lorsque m' est égal ou moindre 

que 5 ; mais elle lui devient inférieure , lorsque m' surpasse 5 , quoir 
que ia boule blanche extraite d'abord de l'urne , indique une supé- 
riorité dans le nombre des boules blanches. L'explication de ce 
paradoxe, tient à ce que celte indication n'exclut point la supé- 
riorité du nombre des boules noires; elle la rend seulement moins 
probable ; au lieu quu lu supposition d'une égalité pax'faile entre 
le nombre des blanches et celui des noires, exclut culte supério- 
rité; or cette supériorité, quelque petite que soit sa probabilité , 
doit rendre la probabilité d'amener de suite , m' boules noires , plus 
grande que dans le cas de l'égalité dca couleurs, lorsque m' est 
considérable. 

L'inégalité qui peut exister entre des choses que l'on suppose 
parfaitement semblables, peut avoir sur les résultats du calcul des 
probabilités, une inlluence sensible qui mérite imc attention par- 
ticulière. Considérons le jeu de croix et pile ^ et supposons qu'il 
soit également facile d'amener croix que piie; alors la probabi- 
lité d'amener croix au premier coup , est 4 , et celle de l'amener 
deux fois de suite , est ^. Mais s'il existe dans la pièce une inégalité 
qui fasse paraître une des faces plutôt que l'autre , sans que l'on 
- connaisse la face que cette inégalité favorise ; la probabilité d'amener 
croix au premier coup, restera toujours ^ ; peu-ce que dans l'igno- 
rance où l'on est , de la face que cette inégalité favorise ; autant 
la probabilité de l'événement simple est augmentée , si cette iné- 
galité lui est favorable , autant elle est diminuée , si cette inégalité 
lui est contraire. Mais la probabilité d'amener croix deux fois de 
suite , est augmentée , malgré cette ignorance ; car cette probabililé 
':^t égale à celle d'amener croix au premier coup, muItipEée par 

ai 
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la probabilité que Fayant amené an fyranier conp , an Vamèhérê, 
au second; or son àhrivée au premier coup , est un motif de croire 
qde Finégalité de la pièce , la fiiyorise ; efie augmente donc la pro*^ 
habilité de Famener au second ; ainsi le produit des deux probabi- 
lités est accru par cette inégalité. Pour soumettre cet objet au calcul, 
supposons que Pinégalité de la pente accroisse de la quantité * , 
la probabilité de l'événement aîftiple qu'elle &Torïse. ^ cet éTéfte- 
ment est croix ^ la probabiUté sera i-f-«, et k probabHîté de l'ame- 
ner deux fois de suite sera (r+.*)*- Si l'événement favorisé est 
piîej la probabilité de croix sera t— a, et la probabilité de l'amener 
' deux fois de suite sera (^ — et)*. Comme on n'a (Favance, auccme 
taison de croire que l'inégalité ferorise plutôt l'un que l'autre de» 
événemens simples , il est clair que pour avirfr la probabS^ de 
l'événement composé croix-croix , il faut ajouter les deux probrf»- 
lités précédentes, et prendre la moitié de leur somme, ce qui donne 
4^ -f- a* pour cette probabilité : c'test aussi la probabilité de pile-pile. 
On trouvera par le même raisonnement, que la probrf)iKté de 
l'événement composé croix-pile ou piie-croix^ est ^ — a*; par con- 
séquent, elle est moindre que celle de bi répétition du même évé^ 
nement simple. 

Les considérations précédentes peuvent être étendues Jt des. évé- 
nemens qudiconques./) représeiitant la probabîlitc d'un événement 
simple, et 1 — /} celle de l'autre événemefat; si l'on désigne par P, 
la probabilité d'un résultat relatif à ces événemens , et que Pon 
suppose que p soit réellement n db «c , ee étant une quantité incon- 
nue , ainsi que le signe qtd rafifectSe \ là probabilité P du résultat 
sera ' 

* ■ 

En Élisant J^=fc j^", b'est-à-^Kre en supposant que le résultat rektif 
aux événemebs , toit n fois la répétition du premier ; la probabilité 
P deviendra 



' A • • 



Ainsi rerreur îûconnue que Ton peut supposer dans la probabilité 
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^e» cvéuemcns simples, accroît toujours la probabilité dus évcne- 
avens composes de la répétition du même événement. 

a. La probabilité des événemens sert à déterminer l'espérance 
.•et lo crainte des personnes iuiéreasces à leur existence. Le mot 
. e-tpérance a diverses acceptions; il exprime généralement l'avan- 
tage de celui qui attend un bien quelconque, dans une supposition 
- qui n'est que vraisemblable. Dans la tliéorie des hasards , cet avan- 
tage est le produit de la somme espérée, par la probabilité de 
l'obtenir ; c'est la somme partielle qui doit revenir , lorsqu'on ne 
veut point courir les risques de l'événement, eu supposant que 
^ la répartition de la somme entière se fasse proportionnellement 
aux probabilités. Cette manière de la répartir, est la seule équitable, 
quand on fait abstraction de toute cnconstance étrangère ; paixe 
qu'avec un égal degré de probabilité, on a un droit égal sur la 
somme espérée. Nous noratncrons cet avantage, espérance tnathé- 
jî' matique^ pour le distinguer de l'espérance morale qui dépend , 
i- comme lui , du bien espéré et de la probabilité de l'obtcnii* , mais 
■■ qui se règle encore sur mille circonstances variables qu'il est pres- 
que toujours impossible de définir , et plus encore , d'assujétîr au 
calcul. Ces circonstances, il est vrai, ne faisant qu'augmenter ou 
diminuer la valeur du bien espéré , on peut considérer l'espérance 
morale elle-même comme le produit de cette valeur, par la proba- 
bilité de l'obtenir ; mais on doit alors distinguer dans le bien espéré, 
sa valeur relative , de sa valeur absolue : celle-ci est indépendante 
des motifs qui le font désirer , au lieu que la première croît avec 
ces motifs. 

On ne peut donner de règle générale pour apprécier cette valeur 

relative ; cependant il est naturel de supposer la valeur relative 

> d'une somme infiniment petite , en raison directe de sa valeur 

, absolue , en raison inverse du bien total de la personne intéressée. 

En effet, il est clair qu'un franc a très-peu de prix pour celui qui 

en possède un grand nombre , et que la manière la plus naturelle 

. d'estimer sa valeur relative , est de la supposer en raison inverse 

de ce nombre. 

. Tels sont les principes généraux de l'analyse des probabilités. 
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Nous allons maintenant les appliquer aux questions les plus déli- 
cates^ et les plus difficiles de cette analyse. Mais pour mettre^ de 
l'ordre dans cette matière, nous traiterons d'abord les questions 
dans lesquelles les probabilités des éyénemens simples , sont don- 
nées ; nous considérerons ensuite ceiles dans lesquelles ces posû- 
bilités sont inconnues y et doivent être déterminées par les éréne* 
mens obseryés. 
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CHAPITRE II. 
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De la probabilité des éi^értemens composés - d'ét^énemerU 
simples dont les possibilités respectii^es sont données* 

S. Si Ton développe le produit (1 +/>).( 1 -!-/)').( i+p^')- ^t^* 
compose de n facteurs ; ce déyeloppement renfermera toutea les 
combinaisons possibles des n lettres 7?^/?', y, . . •/>^•"'^ prises une 
à une, deux à deux, trois à trois, etc. jusqu'à n; et chaque com^ 
binaison aura pour coefficient l'unité. Ainsi la combinaison pp^j^' 
résultant du produit (i+p) . (1+//) • (^+/>'0 > multiplié par le terme ;i 
du déyeloppement des autres &cteurs ; son coefficient est évident 
ment l'unité. Maintenant , pour ayoir le nombre total des coiàbi-- 
liaisons de n lettres prises x k a; ; on observera que chacune de 
ces combinaisons devient.^, lorsqu'on suppose p'^^p^^ etc. égaux 
à p. Alors le produit des n &cteurs précédens se change dans le 
binôme (1 +/>)' h ^^ ^^ coefficient de p* dans le déyeloppement de 
ce binôme , est 

*■'■'■' ^ ' ■ ^ 

• ■ 

cette quantité exprime donc le nombre des combinaisons des n 
lettres prises xkst.Oh aura le nombre total des combinaisons de 
ces lettres, prises une à une, deux à deux, etc. jusqu^à /i à /i, en 
fidsant /> = 1 , dans le binôme (1 -f-jp)') et en retrancbiant l'unité j ce 
qui donne a"— 1 pour ce nombire. 

Supposons que dans chaque combinaison , on ait égard non-seu- 
lement au iiombre des lettres ^ mais encore à leur situation ; on 
déterminera le nombre des combinaisons , en observant que dans 
la combinaison de deux lettres , pp^^ on peut mettre y à la seconde 
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place , et ensuite à la première ; ce qui donne les deux combinai- 
sons pp\ p[p. En introduisant ensuite une nouvelle lettre />'' dans 
chacune de ces combinaisons , on peut la mettre à la première , 
à la seconde ou à la troisième place; ce qui donne 2.3 combinai- 
sons. En continuant ainsi , <hx voit que dims une combinaison de x 
lettres , on peut leur ddnilef 1 . a • 3 • . . . x situations difierentes; d'où 
il suit que le nombre total des combinaisons de n lettres, prises 
xkx^ étant par ce qui précède , 

Jl«^»^« •• • •• Ww 

le nombre total des combinaisons , lorsqu'on a égard à la difierepte 
situation des lettres , sera cette mêibe fonction , en supprimant son 
dénominateur. 

On peut fecilement» au niojen de <^es formules, dé(<erminer les 
bénéfices des loteries. Sujppospns que te iKnnbre des numéros d'une 
loterie, soit », et (j[u'il en sorte r à chaque tirage; on veut aTàr 
la probabilité qu'une combinaison de s de ces numéros , sortira M 
premier tirage. 

^Le nombre total des comÙfisîsoiis ^es numéros, pris r à r, est 
p^ ce qui ;pri9cède^ 

• " ^ • . ■ ^ , 

^liA^^'sVoir |ianfii ces to^itidtotts , le ri6mbi% tte * ce&es dans 
lesquelles les s numéros sont compris , on observera que si Ton 
retranche ces numéros de la totalûé des numéros , et que Ton 
combine r — 5 à r— 5 ,lè reste te •— 5 , le nombre de ces combi^ 
naisons sera le nombre cherché ; car il est clair qu'en ajoutant les 
,5 nmhéros à cfaabutae de ces coihbinaisons , on Aura les combinai- 
soafs r à r des numéros dans lesquelles sont ces s numéros. Ce 
' tibiàbt^ \ eél: VlotiC 

' tn ïé^fUtiiSiïÀ par fe iiotkibr'e' Yôtîd des eombihaisonsT a r des n nu- 
iiùértis , ym àutfa p<3tar* la probabilité ^ ^d^^ 



n . (il— i^ . (ii-:-a) . . . . (i»--j+ 1 )• 
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dElndmsant celle quantité par i.d.5....5, ou anra par cd ipà 
pmcêde, U probabS&te quQ ies a numéros sortiront dam un oràre 
déterminé ^ntre eux. On aura la probabilité que les s premiers 
numéros du tirage , seroot cem de la combinaison proposée, en 
observant que cette probabilité reyient à celle d'amener cette 
combinaâson, en suppoaaiH: qu'il ne sort que s numéros à chaque 
tirage ; ce qui revient à Ëdre rsss dans la fonction précédente qoi 
devient ainsi 

I *a^a» • • • •• 
n.(«— i).. ..(n— 5-f-i)* 

ïlnfin , on aura la probabilité que les ^ numéros choisis sortiront les 
prenaiers dans un ordre détermioé, en réduisant le nunçiérateiBr de 
cette fraction , à l'unité. 

Les quotiens des mises divisées par ces. proba]>iIîtés , sont ce 
que la loterie 'doit rendre àu^ joueurs : l^xcedfint de ces quotient 
sur ce qu'elle donne, est son bénéfice. En efïet, si l'on nomme p 
la probabilité àxk )p^e^r, m sa opiise , et a? ce x^e ia loterie doit lui 
rendre , pour l'égalité di^ jeu ; a: -^ ni sera la. nuae 4^ la Ipterie - 
car ayant reçu la mise m, et rendit x ai) joueur; elle ne met 
au jeu que x — m. Or pour l'égalité du jeu , l'espérance mathé- 
matique de chaque joueur doit être égale à sa crainte : son es- 
pérance est le produit de la mise ar i— m de son adversaire , par 
la probabilité jp de l'obtenir : sa crf^frte est le pr<¥luit de aanise 
î; m, par la probabilité i— /> de la perte. On a donc 

c'est-à-dire que pour l'égalité du jeu, les mises doivent être réci- 
proques aux probabiUtés dç gagner. Cette équation donne 



.«* • '\ 



P 



1 1 



ainsi ce que la loterie doit rendre ^^ est le quotie^tit d^ la Qiise di- 
visée par la probabilité du joueur pour gagner. 

■ 

4. Une lotei^ie étant composée de n numéros dont r sortent à 
chaque tirage , on demande la probabilité cp'âprés i tirages , tous 
les numéros seront sortis. 

Nommons z.,, le nombre des cas dans lesquels après i tirages , 
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la totalité des n^ 1 , 3, 3,. ... 9 sera sortie. Il est clair ({Që ce nombre 
est égal au nombre r.,^, de cas dans lesquels les n""' 1 , 22, 3,. . «9-^1 
sont sortis , moins le nombre de cas dans lesquels ces numéros 
étant sortis 9 le n** q n'est pas sorti; or ce dernier nombre est évi' 
demmentle même que celui des cas dans lesquels lesn'* 1, a, 3,...y— 1 
seraient sortis , si Ton ôtait le n* g des n numéros de la loterie ^ 
et ce nombre est z^i , ^1 ; on a donc 

Maintenant le nombre de tous les cas possibles dans un seul tirage^ 
étant ^'(^^O(^) (»-r+i) ^^ j^ j^^ j^g ç^ possibles 

dans i tirages^ est 

/n.(n~0.(ii-HO ^n^r+iW 

\ i.d.3....r y' 

lie âombre de tous les cas dans lesquels le n* 1 ne sortira pas dans 
ces i tirages , est le nombre de tous les cas possibles , lorsqu'on 
retranche ce numéro des n numéros de la loterie ; et cejiombre est 



/ (/i-i).(ii^a) (n-Q V, 

\ i.si.3 r / * 



le nombre des cas dans lesquels le n* i sera sorti dans i tirages, 
est donc 



ou 



i.a.3....r /"^N i.a.^....r /' 

' \ I.S.3.. . .r / * 



•c*est la valeur de r,,»- Cela posé, l'équation (/) donnerai en 7 faisant 
succéssiTement 5r= a , y = 3 , etc. , 

■'• A i.a.3....r /* 

— A3 /(n>-3) . (11-4). . . . (f>--r-fl) V 
^•''~^ A i.fl.3....r ;^ 

et 
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et généralement , 

Ainsi la probabilité que les n"** i , a , 5, . . .y sortiront dans i tirages, 
étant égale à z»,^ divisé par le nombre de tous les cas possibles , 
elle sera 

ù!f . [(/i — g) . (n — q-^i) {t>^r — q+i)y 

[n . (n — 1 ) . (^ — a) .... (n — r+ 1 )]' 

Si Ton fait dans cette expression y = /î, on aiura, s étant ici la va- 
riable qui doit être supposée nulle dans le résultat , 

[ji.(n — i) . . . (a — r+i)3* 

pour Texprcssion de la probabilité que tous les numéros de la 
loterie sortiront dans * tirages. 

Si n et i sont de très-grands nombres , on aura par les formules 
du n* 4o du premier Livre , la valem* de cette probabilité, au moyen 
d'une éérie très-convergente. Supposons y par exemple , qu'il ne 
sort qu'on numéro à chaque tirage , ' la probabilité précédente 
devient 

Proposons-nous de déterminer le nombre ijde tirages dans lesquels 

cette probabilité est p/i et / étant de très-grands nombres. En 

suivant l'analyse du numéro cité , on déterminera d'abord a par 
l'équation 

i + i n,c* 



ee qui donne 






On a ensuite par le n* 4o du premier Livre , lorsque c-* est une 
quantité très-petite de l'ordre j , comme cela a lieu dans la ques- 
tion présente j on a , dis-je , aux quantités près de l'ordre i , s étant 

if 

a5 
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du calcul. Si l'on Ëtit «= £'— a, cette fonction devient 



— — > 



[(/i— a).(n— a — i).(/i— a — 4)]* 

OU en développant en série , 

^ 7 y^ ^ • ( 1 + 7 ;i + etc. J , 

s devant être supposé égal à — a dans le résultat du calcula 

On a par le n* 4o du premier Livre , en négligeant les termes 
. de Tordre \ , et supposant c"'' très-petit de Tordre * , 

a étant donné par l'équation 

On a ainsi , en négligeant les termes de Tordre ^ , 






9— > 



or on a 



. 10/c-** 






on aura donc aux quantités près de Tordre 4 y 

^=(.-.-<y.O_.-.+f.c-"+=iC). 
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En substituant pour a sa valeur , et observant que i est fort peu 
différent de n — a , dans le cas présent , comme on le verra ci- 
aprés j on a à très-peu près, 



nfl*. c^ (5t 4" >a) =^ 

lo.i a.(n— 2) 



la.c 



Je conserve pour plus d'exactitude , le terme —- — 7 > quoique de 
l'ordre \^ à cause de la grandeur de son &cteur la 3 on aura donc 

^^^^' _/, ^-aN« /, . (5i-2n+l6) _, . 5£ \ 

(n — ay* ^ ^ \ 2.(n — a) *a / 

Si l'on change dans cette expression Si dans 5i -^ a , on aura celle 
^^ ? — ' N^f-a ? mais la valeur de a ne sera plus la même. Soit a' 
cette nouvelle valeur , on aura 



ce qui donne à tres-peu prés , 



./ a 



a :s=^a 



n — a 

Alors on a 

n— a ' 

d'où l'on tire , en négligeant les quantités de l'ordre t y 

par conséquent on a , en négligeant les quantités de l'ordre p 



On aura donc, aux quantités près de l'ordre i ; 

[ 71 . (71— 1 ) . (11—2) . (n— 3) . (n— 4)3' 
, -.\. r I (5i — 271+16) -.., 5i _^"1 
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Celte quantité doit, par la c<»klitioii du problème, être égale à î, 

ce cpi donne 

d'où l'on tire 

par conséquent on a en logarithmes hyperboliques , 



or » 1 an.(i»— •) 

\|/a— 1/ 



5i _ 



or on a, aux quantités prés de Tordre p, 



(7i-a).V/ï 

on aura donc 

En substituant pour n sa yaleur 90 , on trouve 

1 = 85,55; 



ensorte qu*il j stwn peu moins cPira eoirtre un à parier, que tous 
les numéros sortiront dans 85 tirages , et un peu plus d'un contre 
un à parier qu'ils sortiront dans 86 tiragea. 

Un moyen fort sin^te et très-approché d'obtenr )m yaisur dei| 

est de supposer ^-^ , ou la série 

légale au développement 

'-"•(^)+=^'.(î^)r-«* 
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du binôme [i — C~ J\' ^^ eflet, les deux séries ont fes deux 

premiers termes égaux respectiyemeat. Leurs troisièmes termes 
sont aussi, à très-peu près, égaux entre eux; car on a à fort peu 

près (^~^)' ^ftl à (—^ • En effet , le«r« logarithmes hjrper- 

boliques sont , en négligeant les termes de l'ordre -^ , égaux l'un 

et l'autre à — -. On verra de la même manière , que les qua- 
trièmes termes, les cinquièmes, etc., sont très-peu dififérens, lors- 
que n et i sont de très-grands nombres; mais la diffîrence s'accroît 
sans cesse , à mesure que les termes s'éloignent du premier , ce 
qui doit à la fin, en produire une sensible entre les séries elles-mêmes. 
Pour l'apprécier , déterminons la valeur de £ conclue de l'égalité des 

deux séries. En égalant à i, le binons fi ~ ("i^) J > on aura 
ces logarithmes pouvant être à volonté, hyperboliques ou tabu- 

■n 

laires. Soit t/r s= 1 *-- 2. Noos aurons en pr^iant les iogariti»ies 
hyperboliques de chaque membre de cette équation , 

i.logA:=— log(i — je)c=r4-7 4- etc. 
ce qui donne à trés-peu près , 



on aura donc en logarithmes hyperboliques , 

n 

log (i — ^) = log z = log log *— log n ~ 



2n 
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On a efisuîte 

» 

Iogî^=:i = — i — -^— etc. 

^ n n 2/1* 

L'expression précédente de i devient ainsi à trés-peu près , 
i=n.(log«— loglogA:).(i _ J-^ + i.Iog *; 

l'excès de la valeur trouvée précédemment pour i , sur celle-ci , est 

!2|^.(iogn— loglog*)j 

cet excès devient infini , lorsc^ue n est infini ^ mais il faut un tré9- 
grand nombre pour le rendre bien sensible ; et dans le cas éd 
n= loooo et de /:= a , il n'est encore que de trois unités. 

Si Ton considère parciUcmeixt le développement 

I — n. Ç^ j + etc. 

de 1 expression ^. j- ^^^^ /^^^^^^ /^;^_g^ /^;^^j;J , comme celm du 

binôme Ti — (^^^)j' ; on aura pour déterminer le nombre ide 

coups dans lesquels on peut parier un contre un^ que tous les 
numéros sortiront , l'équation 



ce qui donne 






Ces logarithmes peuvent être tabulaires. En faisant n = 90 , on 
trouve 



i = 85;2o4 , 



ces 
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ce qui dififêre très^peu de la valeur i = 85,53 que nous avons 
trouvée ci-dessus. 

5. Une urne étant supposée renfermer le nombre x de boules ^ 
on en tire une partie ou la totalité , et Ton demande la probabi- 
lité que le nombre des boules extraites sera pair. 

La somme des cas dans lesqueb ce nombre est l'unité , égale 
évidemment j?; puisque chacune des boules peut également être 
extraite. La somme des cas dans lesquels ce nombre égale a, est 
la somme des combinaisons des x boules prises deux à deux , et 

cette somme est , par le n* 3 , égale à ^lifuli. La somme des cas 

dans lesquels le même nombre égale 3 , est la somme des com-« 
binaisons des boules prises trois à trois, et cette somme est 
a;.ta>yi).Cx— fl} ^^ ^j^^j ^^ suite. Ainsi les termes successifs du dé- 

1 .3.0 ^ 

Veloppement de la fonction ( i + i )' — i , représenteront tous les 
cas dans lesquels le nombre des boules extraites , est successive- 
ment i, a, 3, etc. jusqu'à or; d'où il est Êicile de conclure que 
la somme de tous les cas relatifs aux nombres impairs , est 
f .(i + i)'— î-(i — i)*î ou a*"'; et que la somme de tous les cas 
relatifeauxnombrespairs,est^.(i+i)'+ï^.(i — i)' — i,oua'-"* — i. 
La réunion de ces deux sommes est le nombre de tous les cas pos- 
sibles ; ce nombre est donc a* — i j ainsi la probabilité que le noinbre 

a*~'— 1 

des boules extraites sera pair , est ^^^^ , et la probabilité que 

ce nombre sera impair, est TZHy ^7 ^ ^^^^ ^^ l'avantage à parier 

avec égalité , pour un nombre impair. 

Si le nombre x est inconnu, et si l'on sait seulement qu'il ne 
peut excéder n , et que ce nombre et tous les inférieurs sont éga- 
lement possibles ; on aura le nombre de tous les cas possibles rela- 
ti& aux nombres impairs , en &isant la somme de toutes les 
valeurs de a*""/ , depuis x = i jusqu'à a:=/î , et il est facile de voir 
que cette somme est a" — i. On aura pareillement la somme de tous 
les cas possibles relatifs aux nonâbres pairs , en sommant la fonction 
3*-* — 1 , depuis x^z I jusqu'à ;c ;= /»; et Ton trouve cette somme 

a6 
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égale à a"— /j— i j la probabilité d'un nombre pair est donc alon 

a"^Z!!^a ^ ®' ^^^^ ^'^ nombre impair est ^^?J^^ - 

Supposons maintenant que l'urne renferme le nombre a:, de 
boules blanches , et le même nombre de boules noires; on demande 
la probabilité qu'en tirant un nombre pair quelconque de boules , 
on amènera autant de boules blanches que de boules noires , toud 
lés nombres pairs pouvant être également amenés. . . 

Le nombre des cas dans lesquels une boule blanche de l^imc 
peut se combiner avec une boule noire, est évidemment x.x. Le 
nombre des cas dans lesquels deux boules blanches peuvent se 

combiner avec deux boules noires • est ^'^^^ - . ^ ~ , et ainsi 

' 1 .a 1 .s 

• 

de suite. Le nombre des cas dans lesquels on amènera autant de 
boules blanches que de boules noires , est donc la somme des carrés 
des termes du développement du binôme ( i -h ï )', moins Tunité. 
Pour avoir cette sommé , nous observerons qu'elle est égale au 

terme indépendant de a, dans le développement de^i +^J •(l'+a)^» 

Cette fonction est égale à ^^'^^^ . Le terme indépendant de a, dans 

son développement) eA ainsi le coefficient du terme moyen dii 

binôme (i •+•«*)■•; ce coefficient est ^''^'^ ^^.^ i le nombre des 

cas dans lesquels on peut tirer de l'urne autant de boules blanches 
que de boules noires, est donc 



i.a.3. . .ax 

-* I. 



(i.a<3.. . .xy 



Le nombre de tous les cas possibles est la somme des termes 
impairs dans le développement du binôme ( i + i )•*, moins le pre- 
mier, ou l'unité. Cette somme est î^.(i+i)*'+^.(i — i)**;l6 nombre 
des cas possibles est donc a«^^**— i ; ce qui donne pour l'expression 
de la probabilité cherchée , 

1 .3.3. • .ox 



(i.a.5. ...or)' 



— I 



a*»-»— 1 

Pans le cas où x est un grand nombre , cette probabilité se réduit 
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|>aï le n* 3a au premier livre , à -^= , <r étant toujoul^s la demij^ 
circonférence dont i est le rayon. 



6. Considérons un nombre x + a/ d'urnes , dont la première 
renferme p boules blanches et q boules noires ^ la seconde, /l' boules 
blanches et q^ boules noires 3 la troisième , p" boules blanches et 
y*' boules noires , et ainsi de suite. Supposons que Ton tire succes- 
sivement une boule de chaque urne. Il est clair que le nombre dé 
tous les cas possibles au premier tirage, est p + q; au second 
tirage , chacun des cas du premier pouvant se combiner avec les 
|/-f- q^ boules de la seconde ùme , on aura. (/7+ q) . {p'+ q') pour le 
nombre de tous les cas possibles relatife aux deux premiers tirages. 
Au troisième tirage , chacun de ces cas peut se combiner avec 
les y H- q'' boules de la troisième urne j ce qui donne 

(p-f-î).(y+y')^(/''' + S^") P^^"* 1^ nombre de tous les cas pos- 
sibles relatifs à trois tirages , et ainsi du reste. Ce produit pour 
la totalité des urnes , sera composé de x^x' fecteurs; et la somme 
de tous les termes de son développement , dans lesquels la lettre 
jp, avec ou sans accent , est répétée x fois , et par conséquent la 
lettre q , x' fois , exprimera le nombre des cas dans lesquels ou 
peut tirer des urnes , x boules blanches et x' boules noires. 

Si p\ p^y etc. sont égaux à /?, et si y', y", etc. sont égaux à q j 
le produit précédent devient {p-^q)'^''^ Le terme multiplié par 
ff . j*' dans le développement de ce binôme est 

i.a.3....a? -^-fi^ ' 

OÙ 

i.a.3....(3>+<0 ^ -/ 
i.a.3.. ..X. i.a,.3 a/*'^*^ * 

Ainsi cette quantité exprkne le nombre des cas dans lesquels on 
peut amener x boules blanches et xf boules noires. Le nombre 
de tous les cas possibles étant (p+y )'^'', la probabilité d'amener 
* boules blanches et x^ boules noires , est 

i,a.5...ar.i.a.3...a/ VVp'-f-ç/ \p^q/ * 
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, où Ton doit observer que — ^ est la probabilité de tirer une 

boule blanche de Tune des urnes , et que -;|;— est la probabilité d'en 

tirer une boule noire. 

U est visible qu'il est parfaitement égal de tirer x boules blanches 
et a:' boules noires, de a:+a?' urnes qui renferment chacune p 
boules blanches et q boules noires , ou d'une seule de ces urnes , 
pourvu que l'on remette dans l'urne la boule extraite à chaque 
tirage. 

Considérons maintenant un nombre x -|-x'+ x^' d'urnes dont la 
preinière renferme p boules blanches, ç. boules noires, et r boules 
rouges j dont la seconde renferme/?' boules blanches, y' boules noires, 
et /•' boules rouges ; et ainsi de suite. Supposons que l'on tire une. 
boule de chacune de ces urnes. Le nombre de tous les cas possibles^ 
sera le produit des x + a:'+ x'' facteurs > 

C/>-+y+r).(p^+g'-+-r^).(/+.5r"+r").etc. 

Le nombre des cas dans lesquels on amènera x boules blanches ^ 
xf boules noires, et x" boules rouges, sera la somme de tous les 
termes du développement de ce produit , dans lesquels la lettre p 
sera répétée x foisj la lettre y, x* fois, et la lettre r, a:" fois. Sî 
toutes les lettres accentuées/?', çr', etc., sont égales à leurs corres- 
pondantes non-accentuées , le produit précédent se change dans le 
trinôme (p+gr + r)"^*""^'*'. Le terme de son développement qui a 
pûtir facteur jet" . ç*' . r^, est 

ainsi le nombre de tous les cas possibles étant (jH^H-r)'**"*'**"*^,.!* 
probabilité d'amener x boules blanches , x' boules noires , et a?"* 
boules rouges , sera 

i.3.3...x.i.a.3...a/.i.a.3.:..>r'' " \p^q^r/ ' \p-f-ç-|-r/ ' Vp-f-^-f-r/ ' 

^ * 

OÙ l'on doit observer que , ^ , , ,^ , , . ^ . sont les pro* 

habilités respectives de tirer de chaque urne , une boule blanche , 
une boule noire , et une boule rouge. 
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On voit généralement que si les urnes renferment chacmie \% 
même nombre de couleurs ,/i étant le nombre des boules delapre- 
Jnlère couleilr} g celui des boules de la seconde couleur j r,^, etc. , 
ceux des boules de la troisième, de la quatrième , etc.; a:+JK:'+«^"+«a?"' 
-4- etc. étant le nombre des urnes; la probabilité d'amener ûc boules 
de la première couleur, a/ boules de la seconde, x^' boules de la 
troisième, a/" boules de la quatrième, etc. , sera 

i.a.3.. .07.1.2^3 — a/.i.a.3. ..x",A.fl.3. . .xf^.ttc, ' \p+7+r+5+etc./ 

• 7. Déterminons maintenant la probabilité de tirer des urneâ 
précédentes , x boules blanches , avant d'amener soit ûcf boules 
noiresj, soit jk/' boules rouges, etc. Il est clair que n exprimant 
le nombre des couleurs, cela doit arriver au plus tard après 
or +^ H- ^"4- etc. — n+i tirages. Car lorsque le nombre des 
fcoules blanches extraites est égal ou moindre que a: , cielui âto8 
boules noires extraites , moinîre que x', celui des boules rouges 
extraites, moindre que x\ etc. ; le nombre total des boules extraites^, 
et par conséquent , le nombre des tirages est égal ou moindre que 
^^ jr/-j- a:"+ etc. — n-^ ly on peut donc ne considérer ici que 
X'+'X^'+a^'+Gtc. — n+i urnes. , 

Pour avoir le nombre des cas dans lesquels on peut amener 
X boules blanches au (a:4- /)**"' tirage, il faut déterminer tous lea 
cas dans lesquels x -— - 1 boules blanches seront sorties au tirage' 
x+i — 1. Ce nombre est le terme multiplié par /i*"' dans le dé-^ 
Treloppement du polynôme (/>+9+H-^tc.)"^r*, et ce terme est 

1' " '^Z • • • ^f "^^j^ , ■ -p*"' . (g+/4-etc.)'. 

i.a.3...(x— JJ.1.3.0...1 -^ \3 < • y 

En le combinant avec les p boules blanches de Furne x+i^ oik> 
aura un produit qu'il faudra encore multiplier par le nombre de 
tous les cas possibles relatifs aux y+a:"+etc. — n^^i+i tirages^ 
suivans, et ce nombre est 
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on aura clone 

potir le nonJlire des cas dans lesquels rét^énement peut arriret 
précisément au tirage x+ LU fisiut cependant en exclure les ca* 
dans lesquels q est élevé à la puissance ^, ceux dans lesquels r est 
élevé à la puissance jc^'y etc. ; car dans tous ces cas , il est déjà ar- 
rivé au tirage a: H- ï — i , ou or' boules noires, ou x^ boules rouges, 
ou etc. Ainsi dans le développement du polynôme (y+r-t-etc.)', il 
ne faut avoir égard qu'aux termes multipliés par g^.r^.s^.etc.\ 
dans lesquels /est moindre que x'y /' est moindre que x"y f est 
moindre que xf^^ etc. Le terme multiplié par 5/. /^. ^.etc, dans 
ce développement, est 

i.a.o.,./.i.a.o...^. i.a.5. ../ . etc. * 

Tous les termes que Ton doit considérer dans la fonction (a) sont 
donc représentés par 

1 .a.3. . . (x4-/4-/^+etc.— ^ / i>r »* 

~—; — ■ ' ^ ' /> ' ^ />, >/i'.y>K>etc> 

i.a.o...a7— i.i.a.3.../. i.a.o. . ./ .etc. 

fMUrcé que i est égal à /+/'4. etc. Aïnsî en donnant dans cette 
dernière fonction , à / toutes les valeurs entières , depuia /=d 
jfttsqu'à /=s jc'— 1 ; à /' toutes les valeurs depuis /'œo )u6<^'ft 
f'ts=ix^ — 1 , et ainsi de suite , la somme de tous ces termes expri- 
mera le nombre des cas dans lesquels P^vénement proposé peitf ' 
arriver dans x+x'4- etc.— 71 + 1 tirages. Il feut diviser cette 
somme par le nonJ)re de tous les cas possibles, c'est^-dire par 
(p+5+H-etc.)'^''-^''-^"^— ^». Si Ton désigne parp' la probabilité 
de tirer une boule blanche d'une quelconque des urnes; par ^ 
cette d'en tirer une boule noire j par / celle d'en tirer une boule 
yoCige,etc»;on aura 

'^ "^/'-N+r+et?:^ * ""p+9+r^tc. ' '^ ~ p4^7+r+ctc. ^ ^^* > 
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|a foncti(Mi (6) divisée par {pHrq'hr+ etc.)'^*''*"**'-^*^^, deyien-r 
dra ainsi, ] 

= — » ■ "^ ' i r^ — 5—' — ^ 1 ' -VA — ^ .» ' . q^ . r^ . etc. 

i.a.o...x — i.i.à.o:../ .i.a.o.../^.ctc. 

La somme des termes icp^e rqn ^ obti^nlra en .donnant à f toutes 
les valem-s depuis /= o jusqu'à /= x' — i ; à /' tputes lès yalecunï 
depuis /'= o jusqu'à. /':p: x"— i , etc. , sera la probabilité cher- 
chée d'amener x boules blanches ayant x^' boules iioireai oux'J 
])oules rouges y ou etc- 

On peut , d'après cette analyae, déterminer le sort d'un nombre 
/rde joueurs A , B ,C^ etc., dont//, q\ r', etc. représentent le;^ 
adresses respectives, c'est-à-dire, leurs probabilités de gagner un 
coup, lorsque pouf gagner la partie, il manque x coups au joueur A y 
às[ coups au joueur B , x^' coups au joueur C, et ainsi de suite ; 
car il est clair que relativement au. joueur A , cela revient à dé-' 
terminer la probabilité d'amener x boules blanches avant x' boules 
fioires , ou x?' boules rouges, etc. ; en tirant successivement une^ 
iKHile d'un nombre ar+ap'+Jc"-(-etc.— /»-f-i d'urnes qui ren-:' 
ferment chacune p boules blanches , q boules noires » r boule* 
îouges, etc., p^q^r^ etc. étant respectivement égaux aux numé-^ 
rateurs des fractions p'^ q'y r^ y ^tc. réduites au même dénomi- 
Bateur. 

8. Le problème précédent peut être résolu d'une manière fort 
âimple, par l'^analyse des fonctions génératrices. Nommons^,, ^;^,^ç; 
]a probabilité du joueur ^ pour gagner la p^tie. Au coup auivant^ 
cette probabilité se change dans ^,-,,*/,,//,etc. > si A gagne ce coup , 
et la probabilité pour cela est p'. La même probabilité se change 
dans^,,,/-.,,,„,etc.* sî ï« <5^^P wt ^àgné par le joueur J9, et la pro-» 
habilité pour cela est q' ; elle se change dans ^,,^ ,/,«.,, «c^ »i ^ coupi 
est gagné par le joueur C, et la probabilité pour cela est r^, et 
ainsi de suite ; oo a donc l'équatioD aux itiflfêrences partielles , 

^«,«/,*//, ttt. 5=P' 'J^c-^l, »',«''. etc.+ q r/*,*^— !,«//, ftc. H* ^•J^4r,x/,*//-*i,m.+^tC. 

fioit u ime fonction de t, t'y f^ etc., telle que ^,,„.x/r,etc.5 soit le 
coefficient de ^•t'î'.<"''.etc. dan» son développement j l'équatioa 
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précédente aux différences partielles donnera , en passant des coefiSf 
ciens aux fonctions génératrices, ' 

i^=:«.(j/* + 5rY + r'/'+etc); 

d'où Pon tire 

1 1= jp'^+ ?'*'H- r'^' + etc, ; 
par conséquent , 

ï p' . 

% i — çY— Vt^r- etc. • 

ce qui donne 

e i-fa:.(i7Y-f-/^t''+etc.) 

u.rf- _^ . W ^^TT^^ ' (jY+Ze^'+etc.)- 

^ ^ U. f-C^+0'(^+^) . (j VH-rY'+etc.)' 

[^ etc. 

Maintenant le coefficient de f .if'', f^.^tc. dans p est j^x]*f,x*r,ttcS 

et le même coéflRcient dans un terme ^elconque du dernier 
membre de réqnation précédente, tel que ku.p^'J^'J^.^Xo..^ est 

V-,r»,*^-","'-«''.etc ; la quantité ^^,„^,,,//«/^, etc. est égale à l'unité, 
puisqu'alors il ne manque aucun coup au joueur A. De plus , il 

Êi,ut rejeter toutes les valeurs de^p,*/-//,«//-i//,et?> ^^^ lesquelles ï^ 
est égfiJ ou plus grand que jc', V est égal où plus grand que a?", et 
jftinsi de suite ; parce que ces termes ne peuvent être donnés par 
îéquation aux dififérences partielles , la partie étant finie , lorsque 
l'un quekonque des joueurs B , C, etc. n'a plus de coups à jouer .j 
il ne faut donc considérer dans le dernier membre de l'équation 
précédente , que les puissances de ^ moindres que a/, que les 
puissances de f moindres que x^\ etc. L'expression précédente de 

— donnera ainsi ^ en repassant des fonctions génératrices aux 

eoefiiciens , 

i-HP.(9'-f.r'+etc.) 

|^.i:^).^ç.+/^etc.)* 

-f-etc. 

pourvu 



Jm^st^mii^ etc. •— i' 
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pourvu que Ton rejette les termes dans lesquels la puissance de j' 
surpasse x'-— i , ceux dans lesquels la puissance de / surpasse 
a/'— 1 , etc. Le second membre de cette équation se développe 
dans une suite de termes compris dans la formule générale 

i.fl.3..-,(a;4-/+/'+etc.— _,^ _itjp.'i.%^ ^ 

i.fl.o.. .(a>— ij.i.a.o.../ .1.3.3.../ .etc. *^ ^ 

La sonmie de ces termes relati& à toutes les valeurs de / , depuis 
f' nul jusqu'à /s= a/— i j à toutes les valeurs de /', depuis /' 
nul jusqu'à /' = a/'— i , etc., sera la 4>robabilité ^,,^,*//. «c ; ce qui 
€8t conforme à ce qui précède. 

Dans le cas de deux joueurs A tt^B y on aura pour la proba- 
blité du joueur A y 

lEfi changeant p' en ^, et x en x', et réciproquement, ou aura 

y (i-H^.p-i i":^ i» """1 i.a.ai....(»-i) -p $ 

pour la probabilité que le joueur B gagnera la partie. La somme de 
ces deux expressions doit être égale à l'unité j ce que l'on voit évi- 
demment en leur donnant les formes suivantes. La première ex- 
pression peut , par le n' Sy du premier Livre, être transformée 
dans ceUe-ci, 



et la seconde peut être transformée dans celle-ci , 

• • • '"• i.a.3...(a>-i) • 9'*-' 




La somme de ces expressions est le développement du binôme 

37 
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ip''^ 9' )'"*"*^'"S ^ P^ conséquent elle est égale à Fanité ; parc§ 
que jé ouB devant gagner chaque coiq), la sonuney-l-jf' de leurs 
probabilités pour cela> esti'uiûté. 

Le problème ^œ nous yenons ^ résovdr^., «est eekii ifue f as 
nomme problème des partis dans l'analyse des hasards. Le cheva- 
lier de Mère le proposa à Pascal, avec quelques-autres problèmes 
sur le ieu des dés. Dcfux ioueurs dont les adresses sont égales , ont 



jnis au |eu la même somme; ils dowent )atter jusqua o» que 
d'eux ait gagné un nombre de fois donné , son ^versaire; nais 
ils conviennent de quitter le j^eu, lorsqu'il manque encore ^poîat3 
au premier jouemr pour atteindre ce iK>mbre donné, etlorscpi'il 
manque a:' points au second joueiur. On demande de quelle manière 
lis doivent se partager la somme mise au jeu. Tel est le problèwe 
que Pascal résolut au moyen de son triangle arithmétique. H le 
propçsa à Ferm,at qgi en dpnna la solution, par la voie des cow* 
binaisons ; ce qui occasionna entre ces deux grands géomètres une 
discussion , à la suite de laquelle Pascal reconnut la bonté de h 
méthode de Fermât, poiur un nombre quelconque de joueurs. 
Malheureusement nous n'avons qu'une partie de l^r coirrespoiL- 
dance, dans laquelle on voit les premiers élémens de la théorie des 
probabilités, et leur application à l'on des problèmes lesphi^ouôew^ 
de cette théorie. 

Le problème propodé par Pasc^ à Fermât, revient à dél»miner 
Les probabiKtés respectives des joueurs pom* gagner h partie; 'oair 
il est clair que Tenjeu doit être partagé entre les jouemrs^ proporw 
lionnellement à leurs probabilités. Ces probabilités sont les mêmes 
que celles de deux joueurs ..^et J? , qui doivent atteindre un nombre 
donné de points, a: étant le nombre de ceux qui manquent au 
joueur Jj et a/ étant le nombre de ceirs qui manquent au joueur ^, 
en imaginant une urne renfermant deux boules dont l'une est 
blanche et l'autre est noire , toutes deux portant le n* 1 , Ta boute 
blanche étant pom- le joueur ^ , et la boule noire pour le joueur B. 
On tire successivement une de ces boules , et oh fci rem^ dans 
l'urne après Cha<^e tirage. En nommant ^,„ la puobabilité'que 
le joueur ^ atteindra le premier, le nombre donné dépeints, ou, 
ce qui revient au même, qu'il aura a: points avaot que B «ft ^ 
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«r*. on aura 

car si la houle (jae Ton extrait est MaBcIie,>'«>/ se chs^^ en 
^*-.,,^, et si la boule extraite e3t noire ,y,,„ se change. eQy,.„_^, 
et la probabilité de chacun de ces érénemens est ^; on a donc 
l'équation précédente. 

La fonction génératrice de y^^i^ danar cette équation aux diffé- 
rences partielles, est , par le n* 90 du premier Livre, 

* 

• * ■ . . . ■ ■ 

M 

M étant une fonction arbitraire de t\ Four la déterminer , nous 

« 

observerons que y^^. ûe peut avoir Beu,.puisque la partie cesse , 
lorsque Tune ou Tautre des variables x et a:' est nulle j M doit 
donc avoir pour &cteur ^. Deplusj^o.*/ estrunîté , quel que soit oc!\ I4 
probabilité du joueur^ se changeant alors en certitude : or la fonc- 

tnn géoéiAtrioe d^ Pu«*té, est gjénéralement 7— p, car les coeffi^ 

ciens des puissances de i dans le développement de cette fbno^ 
tion , sont tous égaux à l'unité 5. dans le cas présent , ^, „ pouvant 
avoir lieu lorsque ^ est ou r , ou 51 , 6u 5, etc.; i doit être égal à 

l'unité ; la fonction génératrice de /,,,, est donc égale à ~-p -, 

c'est le coefficient de V dans le développement de la fonction gé- 
Dératrice de/,,,/, ou dans 

M 

737^17? • 
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ce qui donne 



M 



1— it'"'!--?' 



par conséquent la fonction génératrice de j^,,,, est 
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£n la développant par rapport aux puissances de / , on a 

Le coefficient de f dans cette série , est 

1 t' 



^,,,/ est donc le coefficient de i!'^ dans cette dernière qaantité : 
or on a 

j^; 

"'"a* ' a*' 1 .a ' ■ ""r ^s^^i • j .a. 5. . .(?— i) 

="" Tir? • 

En réduisant en série le dénominateur de cette dernière fraction , 
et multipliant le numérateur par cette série , on voit que le coeffi- 
cient de il'' dans ce produit, est ce que devient ce numérateur lors- 
qu'on y fait ^ = 1 j on a donc 

i+x.-H T'T^^'^^^ ro — -i?/. 

, x.(j+i)...(a:+j/— a) i h 

•••••* i.a.à...(a/-i)""*ï?^» 3 

résultat conforme à ce qui précède. 

Concevons présentement qu'il y ait dans l'urne une boule 
blanche portant le n** 1, et deux boules noires, dont une porte le n* 1, 
et l'autre porte le ù* a ; la boule blanche étant favorcile à ^ , et 
les boules noires à son adversaire : chaque boule diminuant de 
son numéro, le nombre de points qui manquent au joueur auquel 
elle est Êivorable. y^^„ étant toujours la probabilité que le joueur 
A atteindra le premier le nombre donné , on aura l'équation aux 
différences partielles 

y*.*'^^ 3 •^*— i,i/ + î «j^*,]^/— 1*4- î «j^x.ï/-! ; 
car au tirage suivant, si la boule blanche 8ort,j^,^„ devient 7,_,7„; 
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si la boule noire numérotée i sort , y^^xt devient/,,^/^, ; et ai là 
boule noire numérotée a sort,^,,,/ deviept^x,,/^,; et la probabi- 
lité de chacun de ces éyénemens est j. 
La fonction génératrice de ^,,,, est 

M 

M étant une fonction arbitraire de dy qui doit , par ce qui prêt 
cède , avoir pour fecteur i!^ et dans le cas présent , être égale à 

çnsorte que la fonction génératrice de ^«,^ est 



iiC coefficient de <* dans le développement de cette fonction , est 

1 V 1 

et il résulte de ce que nous venons de dire , que le coefficient dé 
<''' dans le développement de cette dernière quantité , est égal à 



I 1 ^1 3 ^^1.3 3 

4-1) . ( x+a) <^4.(i^ 

ITâTS- 3» 



'•• +£j£t!lJ£±2.il(^'+etc. ' 



en rejetant du développement de cette série y toutes les puissances 
de / supérieures à /'*', et supposant dans ce que l'on conserve , 
<' = 1 , ce sera l'expression dé j^,,*/. 

Il est facile de traduire ce procédé en formule. Ainsi en ST;q[>po- 
sant X* pair et égal à lîH-a, on trouve 

' i,2.o...(r4-i).3*^'^* l «v • /• i.a * i.a.3...r J 

a:.(x+i)...(a:+r+0 f . ,^, x , (r+i.).(r+i)> . . .4) 

^ i.a.3...(r+a).3'^*-^' l^^^'^^^^ ^ i.fl.3,,.(r— i) / 

x.(jc+i) (x+qQ 

■^ i.a.3....(2r+4;.3'-*^'*»' 
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Si Ton suppose x' iinpaù: et égal à ar-f>i , on aura 

V _=— /i-u-r « I x.{x+i) ,.., . x.(x+0....(j+r-i) ...,1 

. x.(x+i)...(j+0 f, . /^, .\ , (r+Qr . ('•4-0 r 3 | 

^îXsTiô+ïp^*^ * l "*" ^ '''' r:â~ "'"i.a.3...(iw,)/ 

. , x.(x+i). ..( x+r+i) f,_i /.. . ,\ . (*4^)(>-+0 . (r-4-fl).(r4-i)-.-5 t 

< 

Ainsi dans le cas de j: = a et x'^=> 5 , on a 

_35o 

Concevons encore qu'il y ait dana rurne deux houles blanchet 
dfetinguées comme les deux boules noires , par les n** 1 et 9 ; k 
probabilité du joueur J s^ra donnée par Pçquation aux] différence* 
partielles 

La fonction génératrice de y^^^ est alors ^ par le n* 20 du premier 
livre, 

M + N.t 

Jlif et -tétant deux fonctions arbitraires de ^. Pour les détermîneri 
on observera que j<,,„ est toujours égala l'unité, et quH Ëiut exclure 
dans M la puissance nulle de ^; on a donc 

Pour déterminer N^ cherchons la fonctton génératrice de j^,,,/. Sî 
Ton observe quej^.,,/ est égal à Funité, et que le joueur A n'ajant 
plus besoin que d'un point , il gagne la partie , soit qu'il amène la 
^ule blanche numérotée i , ou la boule blandbe numérotée 2 \ 
jTéqualion précédente aux différences partielles donnera 
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Supposons ^,,i, = 1 — y^, ; on a«ra 

La fonction génératrice de cette éijuation €st 

m + ntf 



i_^r— il'»' 



m et » étant deux constantes. Pour les déterminer , on observera 
que j^, o = o, et que par conséqueut^J = i j ce qui donne ms=: i. La 

fonction génératrice de ^^ est donc 



On a ensuite évidemment ^,^, = |^, ce qui donne ^| =t ? ^,' ^^ 1® 

coefficient de t' dans le développement de la fonction précédente , 
et ce coefficient est n-{-^; on a donc n+^=:{, ou n=:^. La 

fonction génératrice de Funité est ^ , , parce qu'ici toutes les 

puissances de /' peurrent être admises ; on a ainsi 

pour la fonction génératrice de ^^^^z. Cette même fonction est le 
coefficient de t dans le développement , de la fonction génératrice 
de ^*,,/, fonction qui, par ce qui précède, est 

ce coefficient est 

en l'égalant à 

■ il' . 



on aura 

1 —F 
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La fonction génératrice de y,^^, est ainsi 

-__X(i=iii-zd£lI±iiîL__ 
Si Ton développe en série la fonction 

I— it— if— if— it" *» 
on aura 

, + l.t'.(»-K)+^.«'*(i+0*+;^.<".(«+0'+ctc. 
-f. etc. 

- - • ■ 

Si l'on recette de cette série, toutes les puissances de t autres qnç 
V^ et toutes les puissances de £ supérieures à £*^^ et si dans ce qui 
reste, on fait ^;=i, /=si , on aura Fexpression de y,^^ lorsque x est 
égal ou plus grand que Funité : lorsque x est nul, on a^.^^s=s i. 
est facile de traduire ce procédé en fonnule, comme on l'a fait pour 
le cas précédent 

Nommons z,^^ la probabilité du joueur B\ la fonction généra^ 
trice de Zg;^, sera ce que devient la fonction génératrice de^,,> 
lorsqu'on y change t en i^ et réciproquement ; ce qui donne pour 
cette fonction , 

En ajoutant les deux fonctions génératrices , leur somme se rér 
duità 

_Lj < , a 

dans laquelle le coefficient de fA^*^ est l'unité; ainsi l'on a 

ce 
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ce qoi est visible d'ailleurs , puisque la partie doit être nécessaire^ 
ment gagnée par l'un des joueurs. 

9. Concevons dans une urne, r boules marquées du n* 1 , r boules 
marquées du n* â, r boules marquées du n"" 3» et ainsi de suite 
jusqu'au n* n. Ces boules étant bien mêlées dans l'urne, on les 
tire toutes successivement ; on demande la probabilité qu'il sortira 
au moins une de ces boules , au rang indiqué par ^on numéro , 
ou qu'il en sortira au moins deux, ou au moins trois, etc. 

Cherchons d'abord la probabilité qu'il en sortira au moins une* 

Pour cela , nous observerons qu'aucune boule ne peut sortir à son 

" rang , que dans les n premiers tirages ;, on peut donc ici feirc 

^ abstraction des tirages suivans ; or le nombre total des boules étant 

771, le nombre de leurs combinaisons n à in , en ayant égatd à l'ordre 

^qu'elles observent entre elles , est par ce qui précède ^^ 

m .(/Ti— -i) . (fTî— 3î) .... (rw— n+i) ; 

p'est donc le nombre de tous les cas possibles dans les n premiers 



Considérons une des boules marquées du n"" 1 , et supposons 
qii'elle sorte à son rang , ou la première. Le nombre des combi- 
naisons des 77Ï— 1 autres boules prises n — 1 à /z— • 1 , sera 

(771 — 1) . {m — 3) .... (77ÎP— 7ï-f-i) î 

.c'est le iiombre des cas relati& à la supposition^ que nous venons 
de faire ; et conmie cette supposition peut s'appliquer aux r boules 
marquées du n* 1 , on aura 

r . (m— 1) . (r/i^— a) (r/i'— /i+i) 

pour le nombre des cas relatife à l'hypothèse qu'une des boules 
marquées du n"" 1 , .sortira à son rang. Le même résultat a lieu pour 
l'hypothèse qu'une quelconque des n — 1 autres espèces de boules 
sortira au rang indiqué par son numéro : en ajoutant donc tous les 
résultats rektOs à ces (Ûverses hypothèses , on aura 

nr. (m— 1) . {m — 3) ..... (m— ^»+i) , (a) 

.pour le nombre des cas dans lesquels une boule au moins sortira à 

38 
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9on rang , pOatru toulefoid que Fon en retranche les cas qd sont 

répétés. 

Pour déterminer ces cas, considérons une des boules du n* i , 
tiortant la première , et une des boules du n* a , sortant la se- 
conde. Ce cas est compris deux fois dans le nombre précédent ; 
bar il est compris une ibis dans le nombre des cas relati& à la 
supposition qu\ine des boules numérotées i , sortira à son rang ^ 
et une seconde fois , dans le nombre des cas relatif à la supposi- 
tion qu'une des boules ntunérotée s, sortira à son rang; et comme 
Cela s'étend à deux boules quelconques sortant à leur rang, onyoit 
qu'il faut retrancher du nombre des cas précédens, le nombre de 
tous les cas <lans lesquels deux boules sortent à leur rang. 

Le nombre des ccMiibinaisons de deux boules de numéros dififéreas 

est - 'v~'^ . /*: car le nombre des numéros Aant », leurs combi- 

M. fnwmamtt ^ * 

naisons deux à deux sont au nombre -^^^ : et dans chacune de 

1 .a- ' . 

ces combinaisons , on peut combiner les r boules marquées d'un de* 
numéros, avec les r boules marquées de l'autre numéro. Le nombre 
des combinaisons des m — a boules restantes , prises n — a ik n— a , 
eo ayant égard à l'orârè qu'elles observent entre elles , est 

(m— a) . (m— 5) (m — n+i) j 

ainsi le nombre ^s cas relatife à la suppo^tion que deux boules 
êortent à leur rang, est 

~^^.r^.{rn^îà).{rn^5). . . .(m— 72+1); 



le retranchant du xfeombre (a) , on aura 

nr. (m — 1) . (r/z — 2) . . . (rw— ./i+i) 
^ n. n~i) ^ ^ (^.,j_^^ (rw— 5) . . . (rFip— H-l) î (a') 

pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule au moins 
sortira à son rang, pourvu que Ton retranche encore de cette 
ibnction, letf cas répétés , et qu'on lui ajoute ceux qui manquent. 
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Ce!^ cas sont ceux dans lesquek trois boules sortent à leur rang. 
En nommant A: ce nombre , il est répété trois fois dans le premier 
terme de la fonction (a') ; car il peut résulter dans ce terme, des 
trois suppositions de chacune des tfois boules sortant à son rang. 
Le nombre k est pareillement compris trois fois dans le second 
terme de la fonction; car il peut résulter de chacune des suppo- 
sitions relatives à deux quelconques des trois boules sortant a leur 
rang ; ainsi ce second terme étant affecté du signe — , le nombre 
k ne se trouve point d^uis la fonction {a') > il &ut 4pnc le lui ajouter 
pour qu'elle contienne tous les cas dans lesquels une boule au moins 
sort à son rang. Le nombre des combinaisons des n numéros pris 

troisàtrois^ ^t ^C^O-C^— a )^ ^^ cemme on peut combiner les r 

boules d'un des numéros de chaque combinaison , avec les r boules'' 
éa second numéro, et avec les r boules du troisième numéro , on 
aura le nombre total des combinaisons dans lesquelles troi$ 

boules sortent à leur rang , en multipliant ^ ~ a 5 ~^ ^^^ P^ 

(rn— 3) • (r»— 4) . . . (m — ^»-|-i), nombre qui exprime celui des com- 
binaisons des r/2— 5 boules restantes , prises «—3 à /i— 3 , en ayant 
égard à Tordre qu'elles observent entre elles. Si l'on ajoute ce pro- 
duit à la fonction (a') , on aura 

n.r.{rn — •3).(ri'i— a). . .(m— /z-+-i) 

X .3« 3 

cette fonction exprime le nombre de tous les cas dans lesquels une 
boule au moins sort à son rang , pourvu que l'on en retranche 
encore les cas répétés. Ces cas sont ceux dans lesquels quatre 
boules sorteAt à leur rang. En y appliquant les raisonnemens 
précédens , on verra qu'il faut encore retrancher de la fonction (a") , 
le terme 

En continuant ainsi , on aura pour l'expression du nombre des cas 
danâ lesquels une boule au moins sort à son rang 
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n. r •^(m— i) . (m— 2) • . . (r/i^— Ti^-f-^^ 
— ^ ^^'^y ^ j^ ^ ^ffi — 3) , (r/i— 3) . . . {rn — n-^-i) 

^1:3:4 ' C"»— «) • (rw— 5) . . . (r«— »-Hi} 

+ etc. 

la série étant continuée aussi loin qu'elle peut l'être. Dans cette 
fonction ^ chaque combinaison n'est point répétée ; ainsi la combi* 
naison de s boules sortant à leur rang , ne s'y trouye qu'une fois ; 
car cette combinaison est comprise s fois dans le premier tenn0 
•de la fonction^ puisqu'elle peut résulter de chacune des s boules 

sortant à son rang ; elle est retranchée ^'^^""'^ fois dans le secoué 
terme , puisqu'elle peut résulter des combinaisons deux à deux w^ 
s boules sortant à leur rang j elle est ajoutée ^ ^ ^ 5 ^^^ ^^^ 

le troisième terme, puisqu'elle peut résulter des combinaisons de 
s lettres prises trois à trois, et ainsi de suite ; elle est donc dans 
la fonction (A) , comprise un nombre de fois égal à 



, -£±=22 + fJîziliJria) _ etc. j 

et par conséquent égal à 1 •— -(i — i)*, ou à l'unité. En divisant la 
fonction (A) par le nombre /7ï.(/w— i).(77i— a)...-(/7ï— «i-f-i) de 
tous les cas possibles , on aura pour l'expression de la probabilité 
qu'une boule au moins sortira à son rang. 



(n^— i).r . (n^—i).(it— »a) .r* 



i.u.Çrn — 1) ' i.a.3.(n»— i).(m — a) 

_-_(2i:^4:i=£H^^ + etc. (B) 

Cherchons maintenant la probabilité que s boules au moins sorti* 
ront à leur rang. Le nombre des cas dans lesquels s boules sortent 
à leur rang , est , par ce qui précède , 

— ^^ \\m / ''.r'.{mr^s).(m—s^i). . .(r/i— H-i), (à) 



porara que l'on retranche de cette fonction, les cas qui sont 
répétés. Ces cas sont ceux dans lesçids ^-h.i boules sortent 
à leur rang , car ils peuvent résulter dans la fonction , de « •+- ^ 
f boules prises a k s ; ces cas sont donc répétés « + 1 fois dans cette 
fonction ; par conséquent il faut les retrancher s fois. Or le nombre 
des cas àaais lesquels s+i boules sortent à leur rang, est ^ 

n.(/f— i).(n— i-a) ,,,(n— 5) ^^, / \ / ^\ / 1 \ 

,.;;g.,.;(,^,)' ^. r^' . (r«-*-i) . (m-*-3) (rn-H-i). 

En le multipliant par «, et le retranchant de la fonction {b)j 
on aura 



^ ' ) n 'é ^ ^^^' r'^i^^ — «).(r7ï— *^— 1); . . .(m-^/i-^l) 

Bans cette fonction , plusieurs cas sont encore repétés ^ savoir ^ ceux 
dans lesquels ^ + 2 boules sortent à leur rang ; car ils résultent 
dans le premier terme , des ^ + a boules sortant à leur rang , et 
frises ^ à j ; ils résultent dans le second terme > des ^ 4- a boules 
sortant à leur rang , et prises sH^ 1 à « + 1 , ^t de plus multipliés 
par le Êtcteur s y par lequel oâ a multiplié le second terme. Ils 
sont donc compris dans cette fonction , le nombre de fois 

iîi^^^-i^ — ^•(^-)-a); ainsi il faut multiplier par l'unité moins 

ce nombre de fois , le nombre des cas dans iesqueb' 5^ 3 boxdes 
sortent à leur rang. Ce dernier nombre est 

le produit dont il s'agit sera donc 

En l'ajoutant à la fonction (6') , on aura 

— ^^ — 5-^ -î--^ . r*. (m*— 5) . (m— 5—1) .... (/ti— /^+•l) 

* -f- 2 * i.a.(r/i— j).(r/i — ^j— 1) J 
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c'est le nombre de tous les cas possibles dans lesquels s boules 
sortent à leur rang , pourvu que l'on en retranche encore les cas 
qui sont répétés. En continuant de raisonner ainsi , et divisant la 
fonction finale par le nombre de tous les cas possibles ; on aura 
pour l'expression de la probabilité que s boules au moins sortiront 
à leur rang , 

(n— i) . (;t — a) . . .(n— 'j+i) .r*"* 

i.a.3... *.(rii— i).(m— a), ••(m— ^-f-i) 

s (n — s).r^^ s (n--j).(;t— 5— i).r* "J 

s+i * r/i^-tf ""j+a* i.a.(r/fr^5).(ni'— j>— i) f /px 

.s+3 * i.a.3.(r/i— 5),(ni — ^5— i).(rii— ^ — a) ^* J 




On aura la probabilité qu'aucune des boules ne sortira à son 
rang , en retranchant la formule ( B ) de Punité j et l'on trouvera 
pour son expression y 



Ci.a.3...rn3 — «.r-^i .a.3...(r/i — 0D + "'^^ ^.r*.I[i .a.5..,(ni — ^a)]— etc. 

' ' ' g ' '* 

1 .a. 9. . . •m 

On a , par le n* 53 du premier livre, quel que soit /, 

i*a.3. • • •îc=y2c^£f JET .0*^1 

Pintégrale étant prise depuis x mû jusqu'à x infini L'eiq)re8sioii 
précédente peut donc être mise bous cette forme ^ 



fjf^dx.C 



.— X 



(p) 



Supposons le nombre m de boules de l'urne , très-grand ; alors 
en appliquant aux intégrales précédentes , la méthode du n"* a4 
du premier Livre , on trouvera à très-peu près , pour l'intégrale du 
numérateur , 

l/a^.X"-»-.^i— ^ 

X étant la valeur de x qui rend un maximum , la fonction 
-ac"^"- (a?— r)".c"'. L'équation relative à ce maximum donne pour Xf 
les deux vaieurs 



xT- -' 
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On pent ne conaidérer ici que la plas grande de ces valeurs qui est, 
aux quantités près , de l'ordre — ^ égale à w H- -^^ j alors Tinté- 
grale du numérateur de la fonction (o) devient à p^ près 






L'intégrale du dénominateur de la même fonction est , par le n* 59 , 
à fort peu prés y 



la fonction (o) devient ainsi 






On peut la mettre sous la forme 



(-0" 



V \ n) -rn rn* 

m étant supposé un très-grand nombre , cette fonction se réduit 
à fort peu près à cette forme très-simple ,. 

C'est donc l'expression fort approchera de la probabilité qu'aucune 
des boules de l'urne ne sortira à son rang, lorsqu'il y a un grand 
nombre de boules. Le logarithme hyperbolique de cette expression^ 
étant 

-^ "" an *"* 5r^ ""^ * * 

on voit qu'elle va toujours en croissant à mesure que n augmente ; 
qu'elle est nulle , lorsque ;* = i , et qu'elle devient ^ , lorsque » 
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est infini , c étant toujours le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est l'unité. 

Concevons maintenant un nombre i d'urnes renfermant cha- 
cune le nombre n de boules , toutes de couleurs diflférentes ; et 
que Ton tire successivement toutes les boules de chaque urne. 
On peut , par les raisonnemens précédens , déterminer la proba- 
bilité qu'une ou plusieurs boules de la même couleur sortiront au 
même rang dans les i tirages. En effet , supposons que les rangs 
des couleurs soient réglés d'après le tirage complet de la première 
urne , et considérons d'abord la première couleur : supposons qu'elle 
sorte la première dans les tirages des i — i autres urnes. Le nombre 
total des combinaisons des n^^i autres couleurs dans chaque 
urne est , en ayant égard à leur situation entre elles ,* i • a . 5 • . • (/i— i ) ; 
ainsi le nombre total de ces combinaisons relatives aux / — i 
urnes , est [i . a . 3 . . . {n — i)]'-* j c'est le nombre des cas dans lesquels 
la première couleur est tirée la première à la fois de toutes ces 
urnes j et conune il y a n couleurs y on aura 

n.[i .a.3. . . .(/»— i)]'"^ 

pour le nombre des cas dans lesquels une couleur au moins arri- 
vera à son rang dans les tirages des i— < i urnes. Mais il y a dans 
ce nombre , des cas répétés : ainsi les cas où deux couleurs arrivent 
à leur rang dans ces tirages , sont compris deux fois dans ce 
nombre ^ il faut donc les en retrancher. Le nombte de ces cas est | 
par ce qui précède , 

en le retranchant du nombre précédent, on awa la fonction 

n.[i .2.5. . ..(n^i)y-'— '''^^'^ .[1.2.5. . . .(/î-a)]'-"^ 

Mais cette foifttion renferme elle-même des cas répétés. En con- 
tinuant de les exclure , comme on l'a fait ci-dessus relativement à 
une seule urne; en divisant ensuite la fonction finale , par le nombre 
de tous les cas possibles, et qui est ici [i.a.3. . . -/î]*"*; on aura 
pour la probabilité qu'une des /i — - 1 couleurs au moins sortira 

a 
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k son rang dans les i •>- 1 tirages qui suirent le premier , 

iF^' i.a.[ii.(ii— I)]'- "*" i.a.3.[n.(n— 0.(«— 3)J-*~" ®^'» 

expression dans laquelle il faut prendre autant de termes qu'il y a 
d'unités dans n. Cette expression est donc la probabilité qu'au 
moins une des couleurs sortira au même rang dans les tirages 
^es i urnes. 

10. Considérons deux joueurs ^ et ^8, doBt les adresses soient 

p et gr , et dont le premier ait a jetons , et le second , b jetons. 

Supposons qu'à chaque coup , celui qui perd donne un jeton à son 

adversaire , et que la partie ne finisse que lorsqu'un des joueurs 

aura perdu tous ses jetons ; on demande la probabilité que l'un 

des joueurs, ^ par exemple, gagnera la partie, avant ou au nf^ 
coup. 

Ce problème peut être résolu avec fecilîté par le procédé suî-^ 
vant qui est en quelque sorte , mécanique. Supposons b égal ou 
moincbre que a, et considérons le développement du binôme (p+qY» 
Le premier terme y de ce développement sera la probabilité de A 
pour gagner la partie au coup b. On retranchera ce terme , du dé- 
veloppement , et l'on en retranchera pareillement le dernier terme 
ç*, si 6=a } parce qu'alors ce terme exprime la probabilité de B 
pour gagner la partie au coup b. Ensuite on multipliera le reste 
par/?-hgr. Le premier terme de ce produit aur^ pour facteur j9*,j^, 
et conune l'exposant b ne surpasse que de 6 — i l'exposant de q^ 
il en résulte que la partie ne peut pas être gagnée par le joueur -^, 
au coup 6 + 1 , ce qui est visible d'ailleurs ; car si -^ a perdu un 
jeton dans les b premiers coups , il doit , pour gagner la partie 
gagner ce jeton plus les b jetons du joueur B , ce qui exige b+2 
coups. Mais si a = 6 -H i , on retranchera du produit, son dernier 
terme qui exprime la probabilité du joueur B pour gagner la partie 
au coup i-)-i. 

On multipliera de nouveau ce second reste, par p+g. Le pre- 
mier terme du produit aura pour facteur p^'-g^ et comme Yen- 
posant de p y Surpasse de b celui de gr , ce terme exprimera la 
probabilité de J pour gagner la partie ai^ poup 6 Hh ^- ^^ retran- 

29 
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chera pareillement duproduit , le dernier terme , si l'exposant de q 
j surpasse de a celui de p. 

On multipliera de nouveau ce troisième reste , par p + 5^ > et l'on 
continuera ces multiplications jusqu'au nombre de fois n — 5 , en 
retranchant à chaque multiplication , le premier terme , si l'expo- 
sant de /) y surpasse de b , celui de çr , et le dernier terme , si 
l'exposant de jr y surpasse de a, celui de p. Cela posé, la somme 
des premiers termes ainsi retranchés , sera la probabilité de A 
pour gagner la partie ^ ayant ou au coup n ; et la somme des der- 
niers termes retranchés sera la probabilité semUable relative au 
jouem* JB. 

Pour avoir une solution analytique du {problème , soit y;^;ir I9 
probabilité du joueur A pour gagner la partie , lorsqu'il a x jetons ^ 
et lorsqu'il n'a plus que x' coups à jouer pour atteindre les n coups» 

Cette probabilité devient au coup suivant, oujk»h-»,*'-»> ^^j^*-i.*/-^> 
suivant que le joueur A gagne ou perd le coup ^ or les probabilité 
respectives de ces deux événemens sont jp et ^ ; on a donc l'équatÎQO 
aux di£^ences partielles, 

Fmit intégrer cette équation, nous consid^erons , comme préce^ 
idemment , une fonction u de f et de ^^ générairice de ^,,ro ^nsorte 
qwe y^^i, «oit le coefficient de t^if^ dans le développement de cette 
fonctkm.En repassant des coefficiens,aux fonctions génératrices^ 
réquation précédente donnera 



d'où l'on tire 



pa^ conséquent 



ce qui donne 



ftssu.r^ -f- qtr\ j 

r- 3S •**-7 Z3m ; 
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donc 



fi^-G=*=vf-^-pO'' 



Cette équation peut être mise sous la fonne suirante , 

u u 

X( .. ( p + \/^-4wY - (p- \/ji-4pqy >. 

1 V ?'•"" ^5^ • ^ '^ y I 



v/f-- 



4pg 



L*expre86Îon précédente de j , donne 



OB a donc 

■ . - C- -^) G * \fÇ^)'- ( i - s/l^)' 

%ous cette forme ^ l'aiBi)iguité dti «îgne rfc disparaît. 

Maintenant si l'on repasse des fonctions génératrices à lem^ 
coefficiens , et si Ton observe que ^o.*/ est nul , parce que le 
joueur A perd nécessairement la partie , lorsqu'il n'a plus de jetons; 
l'équation précédente donnera > en repassant des fonctions géné- 
ratrices aux coefficiens , 



y*.^ 



la série du second mejnbre s'arrêtant lorsque x—ar — i a une 
valeur négative. 2^'""'^, X^*""*^, etc. , sont les coefficiens de p^^rx » 
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p^Tj, etc., dans le développement de la fonction 

Si Ton nomme h! le coefficient de f dans le déyeloppement de u, 
v! sera une fonction de ^ et de x , génératrice de^, ,/. Sî l'on nonune 
pareillement T^ le coefficient de t dans le développement de u , lé 

produit de ^ ^^ par la fonction ( i ) , sera la fonction génératrice 

du second membre de l'équation précédente ; cette fonction est donc 
égale à vl. Supposons ar = a-)-6,alor8j^^,,, devient j^^>„, et cette 
quantité est égale à l'unité ; car il est certain que A a gagné la 
partie , lorsqu'il a gagné tous les jetons de i5 j w' est donc alors la 
fonction génératrice de l'unité ; or x' est ici zéro ou un nombre pair, 
car le nombre des coups dans lesquels A peut gagner la partie , est 
égal à h plus un nombre pair : en effet , A doit pour cela gagner 
tous les jetons de ^ , et de plus il doit regagner chaque jeton qu'il 
a perdu , ce qui exige deux coups. Ensuite n exprimant un nombre 
de coups dans lequel A peut gagner la partie , il est égal à h plus 
un nombre pair ; a?' étant le nombre des coups qui manquent au 
joueur A pour arriver à /i , est donc zéro ou un nombre pair. De 

là il suit que dans le cas de «=sa+6, vl devient — ^-; on a 
donc 



(i±v/^-*'r-(?-v/^-*')' 



v/r.- 



»"*■)••*-"•• n — ,-(> 



» > 



4M 



ce qui donne la valeur de 7". En la multipliant par la fonction (i) 
divisée par a'.p— ', et dans laquelle on fait x=a, on aura la 
fonction génératrice de y,^„ égale à 

a'.p>.t^*.C(i+t/i— 4pvY'y— (1— V,— 4p<;.(^«V-| 
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Bans le cas de a s 6, elle devient 

En développant la fonction 

suivant les puissances de i^^j le radical disparaît , et le plus haut 
exposant de t' dans ce développement , est égal ou plus petit que a • 

Mais si Ton développe (1 — Vi — ^PQ*^^Y suivant les puissances 
de if^j le plus petit exposant de t! sera aa; la fonction (gr) est donc 

égale au développement de (1 + y/\ — ^q*i^*)% en rejetant les puis- 
sances de 1! supérieures à a. 

Maintenant on a , par le n* 3 du premier Livre , 

- ^ , a, (a — 3) . a. (a — 4) -(a — 5) , , ^ 

^-^-•«•*+.-Tr--* —^ -^«^+etc., 

z étant celle des racines de Féquatîon 

A 

qui se réduit à Tunité , lorsque cl est nul. Cette racine est 

1+ y/i — 4 <t 

l ' 

en supposant donc cn^izpqA'^ on aura 
on aura ainsi, 






,^ , a.(a — 3) - . -, a. (a— 4). (a — 5) , • -, . ^ 

'P9'<^'+ i.a '1^1 '^^ , a,5 - -^f<f.tf^^ etc. 
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la série du dénominateur étant continiiee exclusivement jusqu'aux 
puissances de ^ supérieures à a. Ce second membre doit être , 
par ce qui précède, divisé par i — ^% poiMr avoir k fonction gé- 
nératrice de^a.x/ ; la quantité ^^,, est donc la somme des coeflficiens 
des puissances de tfy en ne considérant dans le développement d» 
ce membre , par rapport aux puissances de t\ que les puissances 
égales ou inférieures à x'. Chacun de ces coefficiens exprimera 
la probabilité que ^ gagnera la partie au' coup indiqué par l'expor 
sant de la puissance de f. 

Si l'on nomme Zi le coefficient correspondant à f'***^, on aura 
généralement 

o SB Xj«— a .pq . Zi^t ^ — '-^ ^ .p^q^ •^^i-â— etc. ; 

d'où il est facile de conclure les valeurs de r,, r., etc., en obser- 
vant que z_,, je«4, etc. sont nuls, et que Zo^^p'^ La valeur de xi 
étant égale ky^^^^^ on aura celles de ^.,ô>^^i^,^*^H.4, etc. L'é- 
quation aux dififérences partielles à laquelle on est immédiatement 
conduit, se trouve ainsi ramenée à une équation aux différences 
ordinaires qui détermine, en l'intégrant, la valeur de ^^^,,. Mais 
on peut obtenir cette valeur par le procédé suivant qui s'applique 
AU cas général où a et b sont égaux ou différens entre eux. 

Reprenons la fonction génératrice de ^^^s, trouvée ci-dessus ; 
^^,,/ est le coefl&cient de ^/""* dans le développement de la fonction 

en supposant 



■ 7 



vA— 4P?-»'* 

y^i—4pq.tf* 

Il résulte du n' 5 du premier livre , que si l'on considère les deux 
termes 

P p 
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que Ton fasse eiisuite saccessiTement /'=i et ^'s — i dans le 
premier terme , et £ égal successivement à toutes les racines de 
réquation Q = o, dans le second terme; la somme de tous les termes 
que Ton obtient de cette n^anière, sera le coefficient de ^''j dans le 
développement de la fraction 

P 

Ce que le premier terme produit dans cette somme est 
Pour avoir les racines de Téquation Q=o, nous ferons 



» 



ce qui donne 

(co8«+\/ — i .aîn «»)•*•— (co8 4r— v — i.sin «»)*** 

V^— 1 . sin 'V . (co8 4r)*'*^r* 

ou 

^ fl.8in(a + &).<ar 

Les racines de l'équation Q = o sont donc représentées par 



49* 



a+b ' 



r étant un nombre entier positif qui peut s'étendre depuis r=^o 
jusqu'à r = a + 6 — a. Lorsque a^b est un nombre pair, \^ 
est une des valeurs de -er ; il faut Fexclure , parce que cos ^sr de- 
venant nul alors , cette valeur de v ne rend pas Q nul. Dans ce 
cas , l'équation Q = o nfa que a + 6 — - a racines ; mais comme le 
terme dépendant de la valeur « =s i ^ , est multiplié dans l'expres- 
sion dej^^,,,, par une puissance positive de cos ^^ !; î^ > on peut 

conserver la valeur de r qui donne ^r = J ^, puisque le terme qui 
lui correspond dans Texpression de y^^^, disparait. 
Maintenant on a 
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d'où Fon tire , en vertu de réquation sîn (a -+- 6) . « = o , 

dQ 4.(a+b).\/pq.coB(,r+i).'7r 4.(a + fe). v/^.(— i)»^' 

dtf •" ainV . (coTmy^ *" sia'^r . (cos ir)*^r^ > 

le terme 

— p 



devient ainsi, en" observant que 






sin «• (cos f»)""' ' 



W 



la somme de tous les4ermes que Ton obtient , en donnant à r toutes 
les valeurs entières et positives, depuis r=so jusqu'à r;=a'^b — a, 
^era ce que produit la fonction 



dO ' 



(^i-t'^y.tf^^^ 



&0US désignerons cette somme par la caractéristique 5 placée devant 
la fonction (h). 
Si l'on Êdt r'+i=:a+ô— (r+i), on aura 



sm ^ ^/ — = sm '- ,< - 

a+6 a+b 



9 



cos ' ^/ g== — cos "^ , L — 1 

2 (/+i).9r a.(r-(-i).5r 

cQ8-4qf:^=cos-l^j^, 

8in ^î^±l^=(-.i)'--' .sin ^î±i^. 

Pe là ^ est Ëicile de conclure que dans la fonction (A), le terme 
relatif à r+i est Je même que le terme relatif à /+ i ; on peut 
donc doubler ce terme , et n'étendre alors la caractéristique S 

qu'aux valeurs de r comprises dppuis ra=; o jusqu'à r = • 



si 
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si a -f-i est pair, ou r= --^ , si aH- 6 est impair. Cela posé , 

00 aura en observant que 

En changeant a en b, p en gr , et réciproquement , on aura la pro- 
babilité que le joueur B gagnera la partie avant le coup a^2i ^ 
ou à ce coup. 

Supposons a = 6 ; sin ^^^i^^ deviendra sin | . (r + 1 ) .t. Ce 

sinus est nul, lorsque H-i est pair ; il suffit donc alors de considérer 
dans Texpresaion de j^^,.^..^, les valeurs impaires de r H- 1. En les 

exprimant par a^ + i , et observant que sin ^^^+^^-^ = (— i )', 
on aura 

(_,y .sm ^— ^- . (^cos —5^—) 



X s. 



(ai+ !).«•, . 



S5 4- 1 devant comprendre toutes les valeurs impaires contenues 
dans a — 1. 

Si Ton change dans cette expression , ;? en ^r, et réciproquement , 
on aura la probabilité du joueur B pour gagner la partie en a+2i 
coups. La ^omme de ces deux probabilités sera la probabilité que 
la partie sera finie après ce nombre de coups j cette dernière pro- 
babilité est donc 

ji^—apq . C09 i -^— + q^ 

5o 



«4'S<< 



«^•^«H'i 
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Si les adresses p ^ q sont égales , cette expression devient 

gm i — ï — 1 — 
VLa 

Lorsque a+a£ est un grand nombre, on peut en conclure d'une 
manière fort approchée , le nombre de coups nécessaire pour que 
la probabilité que la partie finira dans ce nombre de coups , soit 

égale à une fraction donnée t. On aiu:a alors 






^.s. 



%a 



a4-^' étant supposé un très-grand nombre fort supérieur au nombre 
a , il suffit de considérer le terme du premier membre qui coiTeA- 
pond ks nul, et alors on a 






log(cos^) 



ces logarithmes pouvant être à y<^nté hyperboliques ira tabulaires. 

Si dans les formules précédentes, on suppose a infini, b restant 
un nombre fini ; on aura le cas dans lequel le joueur ^ joue contre 
le joueur J5 qui a primitivement le nombre b de jetons , jusqu'à 
ce qu'il ait gagné tous les jetons de B , sans que jamais celui-ci 
puisse gagner -^ , quel que soit le nombre des jetons qu'A hii gagne. 
Dans ce cas, la fonction génératrice (o) de ^,^,, se réduit à 



(1 — ^'*).(i + ï/i— 4p9.f*)*' 



car alors (i—Vi^^pg.f^y et (1 — Vi-'^pq^^^Y** déve- 
loppés , ne renferment que des puissances infinies de f', pisssancës 
que Fon doit négliger , quand on ne considère qu'un nombre fini 
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de coups. On a par ce qui prccédô 



i.a 



.a.f 



l" i.a.3....i * J 

En multipliant ce second membre par ■ _',, , le coefficient de 

c'est la valeur de j^.,»^^ , ou la probabilité ^e ^ gagnera la partie 
avant ou au coup b •+- ai. 

Cette valeur serait très-pénible à réduire en non&res , si 6 et ai 
étaient de grands nombres ; il serait surtout très-difficile d'obtenir 
par son moyen , le nombre de coups dans lesquels y4 peut parier 
un contre un de gagner la partie j mais on peut y parvenir foci- 
lement de cette manière. 

Reprenons la formule (H) trouvée ci-dessus. Dans le cas de a 
infini , et p étant supposé égal ou plus grand que q , si Ton y sup-^ 

pose -^^^^^^.'7rs=^, et - = dip, elle devient 

é 

llntégrale devant être prise depuis ^ = o jusqu'à ^ = ^^ st. Dans le 
cas de p moindre que q , la même expressioa a lieu , pourvu que 

l'on change le premier terme i , dans ^. 
Si pzszq^^ cette expression devient 

a f^d^ . sin &^ . (cos ^)>-»*'-»-' 

rintégrale étant prise depuis ^ nul jusqu'à ^ = J ^. Supposons 
maintenant que 6 et i soient de grands n<Mnbres. Le maximum de 
la fonction 
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répond à ^ s=: o ; ce qui donne i pour ce maximum. La fonction 
décroît ensuite avec une extrême rapidité , et dans l'intervalle où 
elle a une valem^ sensible y on peut supposer 

Iogsin(p = log(p4-log(i— f(p*)=log(p— f.^% 
log (cos(p)*-^--^'= (6+fl;H.i).log(i— f.(p*H-i^.(p*) 

ce qui donne , en négligeant les sixièmes piûssances de ^ , et ses 
quatrièmes puissances qui ne sont pas multipliées par 6+ai+i > 



I 

en fuisant donc 



t + at + f . 
a __ - 



on aura 

81D ^ ^ ^ 

partant , 



/- 



sin b^ . e-^*^' . 



Cette dernière intégrale peut être prise depuis ^ = o jusqu'à ^ in- 
fini; car elle doit être prise depuis (p = o jusqu'à ^ = f ^^rj or a* 
étant im nombre considérable , c-«'<r' devient excessivement petit, 
lorsqu'on y fait (p = î^, ensorte qu'on peut le supposer nul, vu 
l'extrême rapidité avec laquelle cette exponentielle diminue , lorsque 
ç augmente. Maintenant on a 



db 



^.sin«^.c-«v=:/rf(p.(i«,|,(p4).cos^.(r«Vi 



on a d'ailleurs par le n* a6 du premier livre , 
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—il 
Jlp*.d<p. cos b<p, c— v= -^ . t^ 






d'où Ton tire> en supposant 

6» 



fd^,s\nb^.(coBf) 



4û* ~ ^' 



M-8i4-l 



810^ 



»/;;.{/a*.c-"-.î:.g;i.(i~fO}. 



Ainsi la probabilité que ^gagnera la partie dans le nombre d+aî 
de coups, est 

Pintégrale étant prise depuis t nul jusqu'à f=T, T* étant égal 

Si l'on cherche le nombre des coups dans lesquels on peut parier 
un contre un que cela aura lieu , on fera cette probabilité égal« 
à ^, ce qui donne 

Konmions T' la yaleur de ty qui correspond à 

et supposons ' 

g étant de l'ordre ^- L'intégrale /dt.c-^* sera augmentée à très- 
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peu près de g,c-^'; ce qui donne 



s'-«'-^'=^^-4?— (i-S2^'-)j 



7'.— 2" 
'6a' 

on aura donc 



4a' 



Ayant ajnsi 7« aux «[aantités prés de l'^dre \ , l'équation 



sa* = o+3t-|- jSB -Œ 



donnera , aux quantités près de Tordre -^ , 



i+ai^iï^H-fr» 



â 



Foqr détennîner la valeur de T% nous ob&enrwons qu'ici T' cet 
plus petit que | ; aiusi Féquatioii transcendante et intégraln 

pdDt dtre transformée dans la suiraiiAe , 

Eii résolyant cette équation , on trouve 

5r'*=o,aioa497, 

En supposant b sa, loo^ on aura 

£ + ai =: 2378oj^i4. 

Jl y a donc alors du désavantage à parier un contre un , que j4 
gagnera la partie dans aSySo CQupa ,. mais il y a de l'avantage à 
parier qu'il la gagnera dans aSySi coups. 

11, Un nombre /z*^ i de joueurs jouent ensemble aux conditions 
3i)ivantes. !Peux d'entre eux jpuent d'abord, et celui qui perd se 
retire après avoir mi3 un firanc au jeu , pour n'y rentrer qifâprés 



. • % 
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que tous les autres joueurs ont joue ; ce qui a lieu généralélneiit 
pour tous les joueurs qui perdent, et qui par là deviennent les der- 
niers. Celui des deux preBMers joueurs qui a gagné , joue avec le 
troisième , et s'il le gagne, il continue de jouer avec le quatrième, 
et ainsi de suite jusqu'à ce qu'il perde, ou jusqu'à ce qu^il ait gagné 
successivement tous les joueurs. Dans ce dernier cas, la partie est 
finie. Mais si le joueur gagnant au premier coup , est vaincu par 
l'un des autres joueurs, le vainqueur joue avec le joueur suivant, 
et continue de jouer jusqu'à ce qu'il soit vaincu , ou jusqu'à ce 
qu'il ait ^gné de toifae ti^us les joueurs; le^ ']e\k continue ainsi 
jusqu'à ce qu'il y ait un joueur qui gagne de suite tous les autres, 
ce qui fiqit la partie, et alors le joueur qui fa gagne , emporte tout 
ce qui a été mis au jeu. Cela posé , 

Déterminons d'abord la probabilité que le jeu finira précisément 
au coup X ; nommons s, cette probabilité. Pour que la partie finisse 
au coup X , il ËAit que le joueur qui entre au jeu aa coup sô^^^n-^ i , 
gagne ce coup et les /i — i coups suivans ; or il peut entrer contre 
un joueur qui n'a gagné qu'un seul coup : en nommant P la pro- 
babilité de cet événement , ~ sera la probabilité correspondante 
que la partie finira au coup x. Mais la probabilité z,.. que la partie 
finira au coup ar— i , est évidemment ^^^nr. Car il est nécessaire 

-pour cela qu'il y ait un joueur qui ait gagné un coup, au co^ 
ar — /i + 1 , et qui jouant à ce coup , le gagne et les n — a coups 
suivans ; et la probabilité de chacun de ces événemens étant P et 

-~ , la probabilité de l'événement composé sera -;— j on aura 
donc jC;^4ss-^;=7, et par conséquent, 

7 .£«-., est donc la probabilité que la partie finira au coup x , rela- 
tive à ce cas. 

Si le joueur qui entre au jeu au coiç x — 72+ 1, joue à ce coup 
contre un joueur qui a déjà gagné deux coups ; en nommantP^ la 

.probabilité de ce cas ^ ^ sera la probalâlité relative à ce cas , que la 
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j partie finira au coup ». Mais on a 



a 



P' 



car pour que la partie finisse au coup « — a , il faut qu'au coup 
a:— ^+ 1 , Tun des joueurs ait déjà gagné deux coups, et qu'il gagnç 
ce coup et les /i -— 3 coups suivans. On a donc 

•^ • ^r-« est donc la probabilité que la partie finira au coup Xy 

relative à ce cas ; et ainsi de suite. 
En rassemblant toutes, ces probabilités partielles , on aura 

I X| 1 _, l , 1 



La fonction génératrice de x, est, par le premier livre» 

» â a» a"-* 

OU 

i.4(t).(a-0 

a" 

I 

Pour déterminer 4 (f), nous obs^erverons que la partie ne peut finir 
au plus tôt qu'au coup n^ et que la probabilité pour cela est-^; 
car il faut que le vainqueur au premier coup , gagne lesn — i coups 
fluivans j 4(0 ^^ ^^^^ ^^^^ renfermer que la puissance nàety et -^ 

doit être le coefiicient de cette puissance ; ce qui donné 4 W ^^ "^' • 
ainsi la fonction génératrice de z, est 

« 

La somme des coeffiçiens des puissances de t jusqu'à Pinfini, 4^^^ 
le développement de cette fonction , est la probabilité que h partie 

doit 
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doit finir après une infinité de coups ; or on a cette somme en 
Élisant ^ = 1 dans la fonction , ce qui la réduit à Funité ^ il est donc 
certain que la partie doit finir. 

On aura la probabilité que la partie sera finie au coup x ou avant 
ce coup , en déterminant le coefficient de f dans le développe- 
ment de la fonction précédente , divisée par i — ^j la fonction gé* 
qiératrice de cette probabilité est donc 



Donnons à la fonction génératrice de z,^ cette forme 
le coefficient de f dans ^ll'^^'^l^r est 

a'* i.a.o...(r— 1) . v ^^ yr 

on a donc 

z. = ,^ - ^2=^ H- ^î=^.(a:-3«+4) 

expression qui n'est relative qu'à a? plus grand que n, et dans laquelle 
a ne faut prendre qu'autant de termes qu'il y a d'unités entières 



.«— r 



dans le quotient - : lorsque jc = n , on a jz«= 

En développant de la même manière la fonction génératrice de la 
probabilité que la partie finira avant ou au coup x, on trouvera 
poiu: l'expression de cette probabilité , 



eette expression ayant lieu dans le cas même de x=:n. 

3i 
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' Détenninons maintenant les probabilités respectives des joueure 
pour gagner la partie au coup x. Soitj^^o,* celle du joueur qui a 
gagné le premier coup. Soient ^, , , y^^^ , . . .j^«-i,x celles des joueurs 
euiyans , et y^.x celle du joueur qui a perdu au premier coup , et 
qui par là est devenu le dernier. Désignons les joueurs par (o), (i), 
(2), ...(/» — 1), (/i). Cela posé, la probaMlité j^,, du joueur (r) 
devient ^,_,,_,, si au second coup le joueur (o) est vaincu par le 
joueur (1); car il est visible que (r) se trouve alors, par rapport 
au vainqueur (1) , dans la même position où était (r — 1) par rap- 
port au vainqueur (o) : seulement, il y a up coup de moins à jouer 
pour arriver au coup x , ce qui change x dans x — 1. Présentement 
la probabilité que le joueur (o) sera vaincu par (1) est ^j aiqsî 
7.j%«,,x-i est la probabilité du joueur (r) pour gagner la partie au 
coup X , relative au cas où (o) est vaincu par (1). Si (o) n'est vaincu 
que par (2), y,^, devient j^r-»,*-.? et la probabilité de cet événement 
étant ^ , on a ^ . j^r-»,*-. pour la probabilité du joueur (r) , de gagn^ 
la partie au coup Xy relative à ce cas. Si le joueur (o) n'est vaincu 
que par le joueiu* (r), y^^^ devient ^o,*-r> et la probabilité de cet 

événement est — j ainsi ;^.j^o,*-f est la probabilité du joueur (r) 

pour gagner la partie au coup x, relative à ce cas. Si le joueur 
(o) n'est vaincu que par le joueur (r4-i),jKr,« se change dans 
7„-.i,,-r^, ; car alors le joueur (r) se trouve, par rapport au 
vainqueur, dans la position primitive du joueur {n — 1) par rap- 
port au joueur (o) : seulement il ne reste que x — r — 1 coups à 
jouer pom- arriver au coup x. Or la probabilité que ( o ) ne sera 

vaincu que par le joueur ( r+ 1) , est —-, ; ^ .^«^,,,^r-» est donc 

la probabilité de (r) pour gagner la partie au coup x^ relative à ce 
cas. En continuant aiosi, et rassemblant toutes ces probabilités par- 
tielles , on aura la probabilité entière jKr.» du jouem^ (r) pour gagner 
la partie j ce qui donne l'équation suivante, 



"•" a»^-*-^ 'J^«— •,*— r— â— • "Hrïm'jKr+i,Jr— 



H-+-1» 
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Celte expression a lieu depuis r=i jusqu^à r=/z— 2. Elle donne 

En retranchant cette équation ^ de la précédente; on aura celle-ci 
aux différences partielles , 



tette équation s'étend depuis r=: a jusqu'à r=yi— 3. 

On a , par le raisonnement précédent , les deux équation* 
suivantes , 

Mais l'expression précédente de y,,^ donne 

1 1 I 1 , I 



£û retriuicliant cette équation de la précédente ^ on aura 

i 

ainsi l'équation (1) subsiste dans le cas de r=:»— 1. 
Le raisonnement précédent conduit encore à cette équation 

ce qui donne 

Én^ retranchant cette équation, de celle-ci que donne l'expression 
générale dej^r,*, 
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^et faisant i. (j..;,4-jK«,x) =>,*; on aura 

L'équation (i) subsiste donc encore dans le cas même de r = i, 

pourvu que l'on y change ^o,» dansj^o,*. On doit observer quejKo,* 
est la probabilité de gagner la partie au coup x , de chacun des 
deux premiers joueurs, au moment où le jeu commence; car cette 
probabilité devient, après le premier coup,j^o,» ou j^,,,, suivant 
gue le joueur gagne ou perd , et la probabilité de chacun de ces 
événemens est j. 

Maintenant, la fonction génératrice de l'équation (i) est, par le 
n* 20 du premier Livre , 

: — ) W 

/ étant relatif à la variable ,r , et /' étant relatif à la variable r , 
ensorte que y,^, est le coefficient de t^'t' dans le développement 
de cette fonction ; ^ ( ^ ) est une fonction de t qu'il s'agit de dé^ 
terminer. 
Pour cela , nous feron» 



1 ' 



i+rr.t* 



n 



la fonction génératrice de^,; sera le coefficient de ^' dans le dé- 
veloppement de la fonction (a ) ; elle sera donc 

\ • • • 

la probabilité que la partie finira précisément au coup jr, est évi-, 
demment la sonmie des probabilités de chaque joueur pour la gagner 
à ce coup j elle est donc 

par conséquent la fonction'génératrice de cette probabilité est 
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ou 

■'•^W' n^UÏT* — 

f 

En régalant à la fonction génératrice de cette probabilité, que nou^ 
ayons trouvée ci-des3us , et qui est 



1— 1 + — .t 

a* 






on aura 






T.(a— tT— t'T') /i — t + -L.. A 

Ainsi la fonction génératrice de Téquation (i) aux différences par- 
tielles, est 



ip.t«.(a— 0.0-<71 



la fonction génératrice de ^,,, est donc 

" ' ■ > 

Le coefficient de f dans le développement de cette fonction , est 
la probabilité du joueur (r) de gagner la partie au coup x. On pourra 
a'msi déterminer cette probabilité par ce développement. La somme 
de tous ces coefficiens jusqu'à a: infini , est la probabilité du joueur 
(r) de gagner la partie j or on a cette somme, en faisant ^=i 

dans la fonction précédente, ce qui donne T=: ^ ; nommons 

p cette dernière quantité , et désignons par jr^ la probabilité de (r) 
de gagner la partie , on aura 

(i — p).p^ 

•^ ' a — p — p» 
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Cette expression s'étend depuis r = o jusqu'à r = n — i , pouinm 

qu'on y change jj^. dans y^ , j^, exprimant là probabilité de gagner 
la partie, des deux premiers joueurs au moment où ils entrent 
au jeu. 

Maintenant , chaque joueur perdant déposant un franc au jeu , 
déterminons l'avantage des diflFérens joueurs. Jl est clair qu'après 
X coups , il y avait x jetons au jeu ; l'avantage du joueur (r) relatif 
à ces X jetons, est le produit de ces jetons par la probabilité y^^^ 
de gagner la partie au coup x\ cet avantagé est donc x.y^^^. La 
valeur de x.y,^^ est le coefficient de f'^\dt dans la difierentielio 
de la fonction génératrice de^,,^^; en divisant donc cette différen- 
tielle par dt , et en y supposant ensuite # sa i , oïl aura la somme 
de toutes les Valeurs de bc^y^^x jusqu'à x infini j c'est l'avantage du 
joueur (r). Mais il faut en retrancher les jetons qu'il met au jeu à 
diaque coup qu'il petd ; or yr^^, étaùt sa probabilité de gagner Ut 
partie au coup x^ a".^',,,-.,^., sera sa probabilité d'entrer au j^uj 
au coup X — /î-4- 1 , puisque cette dernière probabilité , multipliée 

par la probabilité -7, qu'il gagnera ce coup, et les « — 1 coups 

suivans est sa probabilité de gagner la partie au coup x. En suppo- 
sant donc qu'il perde autant de fois qu'il entre au jeu , la somme dô 
toutes les valeurs de a".j-, ,_»4., jusqu'à x infini, serait le désavan- 
tage du joueur (r) ; et comme la somme de toutes les valeurs de 
j^r.x-n^i est égale à la sonune de toutes les valeurs de y,^^ , ou à 

yry on aurait a".^„ ou ^ ' l7^;^ pour le désavantage du joueur 

(r). Mais il ne perd pas dbaque fois qu'il entre au Jeu , parce qu'il 
peut enUrer au jeu et gagner la partie; il faut donc ôter de a".^,, 
la somme do toutes les valeurs à^y^ o\xy^^ et alors le désavantage 

^« C'*) ^^* ^^-^^yS^^'' Pott** AVôif TatMitage entier de (r), îl 

faut retrancher cette dernière quantité, de la somme des valeuW 
* ^^yr, » \ en désignant dôi» par S c^le somihé, Fatttûtâge da 
loueur {r) sera 

a — p — p* ' "*- 

s étant, cooime on l'a yu, là diâ^reatietlG delà fonction généra- 
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trîcc dey,,, divisée par dt ,< et dans laquelle on suppose ensuite fcsi. 
Dans cette supposition , on a 

Désignons par Y, Payantage de (r) , on trouvera 

Cette équation servira depuisi r = o jusqu'à r=7ï-— 1, pourvu 

que Ton y change Fo dans Ko, To étapt l'avantage des deux pre- 
miers joueurs, au moment où ils entrent au jeu. 

Si au commencement de la partie , chacun des joueurs dépose 
au jeu une somme a ; l'avantage du joueur (r) en sera augmenté 
de (/ï+i).a 5 multiplié par la probahilité^, , que ce joueur gagnera 
la partie ; mais il Ëiut en ôter la mise a de ce joueur ; il faut donc, 
.pour Avoir alojs son avantage, au^eAter l'expression précédçat^ 
de Yf, de la quantité 



' ' ' — ^ * '■ a — ^a. 



I 

Lorsque Favantage de ( r ) devient négatif, il se change en désa- 
vantage. 

13. Soit g la probabilité d'un événement simple , à chaque coup ; 
on demande I9 probabilité de l'amener i iqis de suite, dans le 
nombre x de coups, , 

Nommons z, la probabilité que cet événement composé aura 
lieu précisément au coup oc. ' Pour cela , il est nécessaire que l'évé- 
nement simple n'arrive point aiï coup x—^i, et qu'il arrive dans 
les i coups suivans , l'événement composé n'étant point arrivé 
précédemment. Soit alors P la probabilité que l'événement simple 
n'arrivera point au coup x — i — 1. La probabilité correspondante 
qu'il n'arrivera point au coup x — î, sera(t — y).-P; et la proba- 
bilité correspondante que l'événement composé aura lieu précisé- 
ment au coup x, sera (1 •« g)rP*g'- Ce sera la partie de z, cor- 



s. 
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respondante à ce cas. Mais la probabilité que l'événement coror 
posé arrivera au coup x — i , est évidemment P. jr' j on a donc 






ainsi la valeur partielle de z,, relative à ce cas, est (i— 5r).r,_j. 
Considérons maintenant les cas où l'événement simple arrivera 
au coup X — i — 1 . Nommons P' la probabilité qu'il n'arrivera 
pas au coup x — i — a ; la probabilité qu'il arrivera dans ce cas 
au coup X — i — 1 , sera ^r . P' et la probabilité qu'il n'arrivera pas 
au coup X — iy sera (i — y)*5f-P';la valeur partielle de z, relative 
à ce 'cas, sera donc (i — q)*q*P' *cf. Mais la probabilité que l'évé- 
nement composé arrivera précisément au coup or— 2, est P'.jr'; 
c'est la valeur de z^^-^ ce qui donne 

(1 — q).q.z^^^ est donc la valeur partielle de r,, relative au cas 
où l'événement simple arrivera au coup x — i — 1, sans arriver 
au coup X —'i — 3. 

On trouvera de la même manière que (1— ^).^*.rx-j est la va-^- 
leur partielle de z,y relative au cas où l'événement simple arrivera 
aux coups X — i — 1 et a:— i — a y sans arriver au coup «— i— 3} 
et ainsi de suite. 

En réunissant toutes bes valeurs partielles de z^^ on aura 

n est facile d'en conclure que la Tonction génératrice de Zm est 

car cette fonction génératrice est 

î« ^ 

OU 

(p(0.(i — (70 

La 
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La fbnttîon^(/) doit être déterminée par la condition qu'elle ne 
doit renfermer que la puissance î de ty puisque Tévénement com^ 
pose ne peut commencer à être possible qu'au coup î ; de plus y 
le coefficient de cette puissance est la probabilité q^^ que cet évé- 
nement aura lieu précisément à ce coup. 
En divisant la fonction génératrice précédente , par i — - ^^ on am'a 



pour la fonction génératrice de la probabilité que l'événement 
compose aura lieu avant ou au coup x. 

E^ développant cette . fonction ^ on aura pour le coefficient de 
<^', la série 

9'.[(i— 7).a>-f-i] 

+ etc., 

la série étant continuée jusqu'à ce que l'on arrive à des iactfsurs 
négatifs. C'est l'expression de la probabilité que l'événement com-r 
posé aura lieu au coup x — i, ou avant C0 coup. 

Supposons encore que deux joueurs A et B, dont les adresses 
respectives pour gagner un coup , sont ^ et i — 7 , jouent à cette 
condition , que celui des deux qui aura le premier vaincu i fois 
de suite son adversaire , gagnera la partie ; on demande les pro- 
babilités respectives des deux joueurs pour gagner la partie préci- 
sément au coup X. 

Soit 7, la probabilité de ^ , et y^ celle de S. Le joueur J ne 

l^t. gagner la partie au coup x^ qu'autant qu'il conmience ou 
récommence à gagner B au coup jr — i -f- 1 , et qu'il continue 4e 
le gagner les i>— 1 coups suivans. Or avant de commencer le coup 
a:— i+i , j5.aura déjà gagné Jly ou une fois, ou deux fois,. . . .pu 

5£ 
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«*^— 1 fois. !DHli6le*premier €aB,'8Îl^oQ eemme P la f)f obai>llHé 4e 
eet^s, /».(i— ^y-^* 5era la pr obAifité j]^, de S pcmr gagner la 

partie au coiqp x — - 1 , ce gui donne 

•Mais si J?perd au coup a>— »+i et aux «— i coups suiyans, 
^ gagnera la partie au coup « , et la probabilité de cela est P.^; 

^J^Jlt est donc la partie de y^ , relative au premier cas. 

Dans le second cas , si Fon nomme P' sa prdbabilité , F' . (i— iO*^ 
sera la probabilité^^^ de Jff pour gagner la partie au coup a: —a. 

Xa probabilité de j4 pour gagner la partie au coup ar, relative à 
ce cas , est P'.y'j on a donc r^J^v^^ P^^ ^H^ probabilité. 
En continuant ainsi y on aura 

Si Ton change 7 en 1 *- y , ^* en j'^ , et réci{Hroquement, on aura 

'Maintenant, u étant fonction génératrice dej:,, celle ÛQjrl sera ^ 
par tout ce qui priaoède , 

'3t ëtaût égad à ' ^**^^ . Mais l'expression précédente de ^]^i» twrtt- 

-fiifeni^aat à^a;vioir lira gue lorsque xssiH*^ , parce que pour ^eis 
valeurs plus petites de ar, ^x-,, y,-», etc. sont.nuls; il J&ut^.poiir 
«compléter r^^eaeion précédente de la fonction {génératrice dc;^^, 

i]m4^)0utâr.tune fo&ctîonxatiapnelle jet entière de t^dei'ordre.i., et 
-Août i«b ^ooeffideoaa des. puissaoces .de . / «oient les (valeurs de jr^j 

'l<dP£k;toe^'a:'«9t'ëgaI<m ptos petit que 2. Ory^ est «d, koraqne 9 tât 

lûoîûdte que /j rt lorsque! «st égâ à 1, jr' est (i*-*y)', parràrqiiHl 



" lies ^ftOMBSLITÉfi i aSr 

Mprimtf àIom< IttfiPèbtdiiiKvé tie Bt pour » gagiier la? pwtiffi hpàa^ 



1 



i ■ . . ' » ' ' ^ i f ' • ' * » • • • ; 

K . . . 

Of^fuierajpoiirJa fortction généjratriçei de j^, ^, en cba^^ dan^ 
celle de^; , A: danSf p f ^a»s. i — r ^> 






Cette ^ttualHé est d^af» ^ftfeÀ u.;: d'QÔ Keoi lire,'^ j' si^titM^ol 
j^Mu* » «ai vakitr [Hr^oédeqte , 



En diangeant ^r en i — 9^ , oq aura la fonctionV génératrice dc;^^. 

Si Van dirise ces fonctions |)ar 1 — t , onanfa les fonctions généra- 
trices ^es probsd)ilil!és respectfv^éë de ^ et (k B^ po«â: gagner la partie 



• I I 



ftr^ik ôtr àna èonp ±« 



• il '. i^;.- i-. , ■ ': ï' 



Si l'on suppose 1^=1 dan» k , oi^ ai^a Ia probabilité que A ga- 
gnera la partie ; car il est clair ^'en développant u suivant ]^s 
puîssanoe^ d^^ t>^ en supposant, ensuite f » 1 , la ^(>mme de tou|^ 






la probabilité de Jff ost dèné 



• * 

-3T '■ ;'! i''. . ^:<»''. i; ■ >.Vi;ii rjj'T??i|'''P)'rf?IJ'l 'iji,,; ? •',' m.-.î J.t : » \ 

• 

Supposons maintenant çiè te» fèiléfei*»*, à? «baqb# (mh:ç» ^f)^ 
perdent , déposeirt xx^ fraao a% Jç^^, etjdéterBjUAons leur sort res- 
pecti£ U est clair qac te gain* du )»utur \^ sera Xy s'il gagne la 
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partie au coup Xy puisqa'il j aura x Grands déposés au )eu ; ainsi 
la probabilité de cet événement étant ^« par ce qui précède, S.xjTt, 
aéra l'expression de Fayantage de ^ , le signe S s^étendant à toutes 
les valeurs possibles de x. La fonction génératrice de y^ étant u 

OU ^ , T' étant le numérateur de l'expression précédente de u , 

et T étant son dénominateur ; il est fiicile de voir que Ton aura' 

S.xjr, ati différentîant -^ > ^t en supposant ensuite issi dans cette 

diflfêrentielie ^ ce qui donne avec cette condition , 

-, dT T.dT 

Pour avoir le désavantage de >^, on observera qu'à chaque coup 
qu'il joue, la probabilité qu'il perdi'a, et par conséquent ^^'ît^^ 



que le coup 

triée de l'unité, est ici — ^^j^ct celle de ^«-i -l-^^-i > est —fr ^_^Y * 

T' étant ce que devient T lorsqu'on y change q en i — y , et réci- 
proquement ; ainsi la fonction génératrice du désavantage de ^ est 

(i— ^);i.(r~7^— TO 

tiO numérateur et le dénominateur de cette fonction sont divisibles 
par 1 *—> ^ ; de plus , on aura la somme de tous les désavantages 
de ^ , ou son désavantage total , en faisant /ss i dans cette fonc^ 
tion génératrice j le désavantage total est donc par les méthodes 
connues , et fen observant que 7"+ ^T'» T^ lorsque < = x , 

(I— g).( d7'~ dT — dT') 
"• T.dt ^» 

t étant supposé égal à ]*unilé, après les difiërentiations. Si Ton re- 
tranche cette compression, de ceOe de Payantage total de /f > on am 
pour Fexpressbn du sort 4e ce )oaeur , 

TM "" T.dt' 
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I<e sort de ^ sera 

m » * 

it-~(i).dT'+<i.(dT-'dT^ T.dT 
T.dt "" T*.dt » 

f ^t6nt 8ii^K>8é ronité après les différentiations ; ce qui doima 
Ç= (H-i).7.(i-7).[9'--Ki-9)'-]-ay-(i-^)'-i î 



r'=:(i-y).9'.[i-(i-y)'] J 
^==i.(i-^)Y.[i— a.(i— y)']-.^.^.[i— (i—y)'] 

on aura f et -^, en changeant dans ces deux dernières exprès* 
sionsi jf dans i — j^. 

i3« Une ûme étant supposée contenir n+i boules, distinguées 
{^ar les n'^'o, i , a, 5,. • ..ra ; on en tire une boule que l'on remet 
dans l'urne après le tirage. On demande la probsd)ilité qu'après 
i tirages , la somme des nombres amenés sera égale à s. 

Soient ^, t^^ tsy. . .fj, les nombres amenés au premier tirage^ au 
second; au troisième , etc. 3 on doit avoir 

1^ , f,, • • .fg étant supposés ne pas varier ^ cette équation n'est sus- 
ceptible que d'une combinaison. Mais si l'on fait varier à la fois 
t^ et t^ , et si l'on suppose que ces variables puissent s'étendre indé- 
finiment depuis zéro , alors le nombre des combinaisons qui donnent 
l'équation précédente sera « 

car #1 peut s'étendre depuis zéro, ce qui donne 

jusqu'à^— >f3 —.f^^ . •— t^, ce qui donne ^ssojles yaleurs négatives 
des variabks t^^ ^ devant être exclues. 
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Maintenant , le nombre ^4-1 — ^^3— U* • •— ^'j ^ OTSteeptftfcr ëff 
plusieurs valeurs ,' en vertu dca variatio&s de /,, t^ ^ etc. Supposons 
d'abord t^^ tsj etc. invariables, et que 4 puisse s'étendre indéfiniment 
depuis Ziére; alors si l'on fait 

en intégrant luette variable dont la difiPéréncé ânie eât runi};^^ oa 

aura -^i ^ pour son intégrale ; miaîs pour àvôîr Ta sonùne de 

toutes les valeurs de a; , il faut, comme l'on sait, ajouter x ^ cette 

intégrale ; cette ^omme e^t donc î-^^Stii. Il Eut y feit^ x égal à 

sa phi» graaàde Valair , que I'cml obtient en Êdsant ^ nul dans la 
fonction ^4-1 — ^3 — z^. . . • — ft; ainsi le nombre total des coDobi-. 
naisons relatives aux. variations de t^ , t^ et ^3, est • " 



1.» :. ^^T* 



9 

£n Ëusant encor-e dans cette fônctîoa 

elle dévient '^ ^ j en ^intégrant depuis ^==: b , et éû âjoafajît 
la fonction elle-mênie , à cette intégrale, on aura s^+O-^'C^'^—O . 

la valeur de x nulle répond à if4 = ^ + a— 1^....— f,, et sa plus 
gfttUde valeur têpoità à #4 nxû , et par conséquent ctté eet .égale à 
jr 4^ 3 ^^t^ . , ,.^ f. • efl'SttlMtiioAnt dkmc pour or ^ «Ile fde«t daoi 
ntttëgrale précédente, on aiiffl ' « - . • ; 

pour la somme de totites les- 0ombûmi6OB9' relatives aux variations 
de ttfttft,, t^. En continuant ainsi, on trouvera généralement que 
le nombre total des comJbmâïsons qiudotiliëbtirié^àti!ôiî('i^/'dâ3lÀ 
la 9upposition où les y^unablea Xrr^^^^u^^yent s'étendre indéfir 
liixnçnt depuis, zéro, est 

i.a.3....(» — 1) ' r \^ 



mais dans la €[uestron présente, ces variables œ pej^rent |ias 
s'étendre au-delà de^. Pour exprimer cette condition, nous obser- 
verons que Turne renfermant n •+- 1 boides ,1a probabilité d'extraire 

Ttme quelconque d'entre «Iles , est ^^4**^ *, «nfii la proiudHlité .do 

chacune de, «U», de t, depufa'zér^ Juaqu'i n,<^^.U 

probadHlité des ¥ideurs,de /, jégales ou supërieiBres à n-^i^ estniAlc; 

on peut donc la représenter par ' ^ , pourvu que Ton fesse 

7 ss a dans Je résultat du calcul ^ alors la probabilité d^une valeur 

quelconque de f, peut être généralement exprimée par - "^ ^ * 

pourvu qu'on ne fasse commencer /, que lorsque t, aura atteint 
/i+i? etiqu'-on le suppose à la fin, égale à l'unité: il en est de 
même des probabilités des autres variables. Maintenant, la proba- 
bilité de l'équation (i) est le produit des probabilités des valeurs 

des combinaisons qui donnent cette équation ^ «lultiplîées par 
leurs probabilités re^pecti^iâs , est ainsi le produit de Ja ftactûm (a) 

mais il faut dans le développement de cette fonction., n'appliquer 
./*"*■* qu'aux comîbinaisons dans lesquelles une des variables com- 
mence à surpasser n : il faut n'appliquer Z*"^* qtfaux combinai- 
sons dans lesquelles deux des variables commencent à surpasser /i, 
et ainsi 4a ireâte. ^ Jans l'équation (i) on suppose qu'une des va- 
riables, fi, par exemple, surpasse /îj en feisant /,s=/i-f-i + f[, 
cette jéquation devient 

,• . V. ■ . . 

la variable t', pouvant s'étendre indéfiniment. Si deux des Tanablet 
telles que t, et /. surpassent n ; en Ëdsant 
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Féqaatîon devient 

r 

et ainsi de suite. On doit donc , dans la fonction (a) que nous ayons 
dérivée de l'équation (i), diminuer s de./i + i, relativement aa 
système des variables ^^ , ^, , ^j , etc. On doit le diminuer de a/i+ ar, 
relativement au système des variables t[y t'^y ^3, etc. ; et ainsi du 
reste. Il Ëtut par conséquent, dans le développement de. la fonc- 
tion (b) par rapport aux puissances de /, diminuer dans chaque 
terme , s de l'exposant de là puissance de /; en disant ensuite h 
cette fonction devient 

(^4-i) » (s+à) »... (s+i — 1) i. (s — w) . (s — n+i) . « * . (j+i— yi— s») 
i.a.3...(i— i).(n+i)' i.a.3... .(i — O-C'^+O* 



1 



f 



^ i.a • ^.a.5...(î-i).(ii+iy ^^^-^ '^''^ 



la série devant être continuée jusqu'à ce que l'un des &cteurs 
* — a/i— 1 , «—3/1— a, etc. devienne nul ou négatif. 

. Cette formule donne la probabilité d'amener un nombre donné s^ 
en projetant i dés d'un nombre n-f-i de faces chacun, le plqs 
petit nombre marqué sur cesÊices étant 1. Il est visible que cela 
revient à supposer dans l'urne précédente ^ tous les nombres des 
boules , augmentés de l'unité ; et alors la probabilité d'amener le 
nombre s+i dans i tirages , est la même que celle d'amener le 
nombre s dans le cas que nous venons de considérer; or en &i- 
sant ^+i = /, on a s=:8' — îj la formule (c) donnera done pour 
la probabilité d'amener le nombre a' en projetant les i dés , 



(j^— 1). (/— a). . . .(/— f+i) i.y— «— a).(/— n-3). . . ,</— i— n) 
i.a.5....(i— i).(fi+i)' i.a.3....(i— i).(«+i)* 

t.(g— 1) (j'— an— 3) . (5^— ayi— 4) .... (j^-^j— ai>->i ) 
^ i.a *'' i.a.3....Ci— i).(/i+0' —etc. 



lia formule (c) appliquée au cas où ^ et n sont des nombres infini^ 
se transforme dans la suivante, 



rorw-, • fô) -'-a-) + ^.(^- r-^^i 

Cette 
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>eut servir à détennmer. la probabilité que la; 
sons à rectiptk)U6j d'Un.QCHnblre s débites., ser^^ 




soieni egaiemeni possiDies. t^n enei, siron cpnçoii que rangie droit 
^^, soit divisé en uii nombre infini h de parties égales, et que s 



renferme 



des inclinaispns des. orbites « on aura 






1 ' • • 



En multipliant donc l'expression préeédente par ds on par — ; 
et en Tintégrant depuis ^ — < )i;isqu'à^+^y on aura 



i.a.3...i* 



« • 



Q^est l'expression de la probabilité que la sonune des inclinaison^^ 
des orbites sera coQiprise dans les.limites <^— -.f .et^+^ ' , r 
Appliquons cette fonnule aux orbites des planètes. La somme 
des inclinaisons des orbites des planètes à celle de la terre^ était 
de gi%4i87 au commencement de 1801 :, ily a dix orbites, sans 
7 comprendre l'écliptique ; on a donc ici i =s 10. Nous ferons 
ensuite ' r 

ç 4- g =; 9i%4i87. . . 

, ■ , ^ . . . t . • 

La fbrmfule précédente dévient ainsi , en observant que l^r, où Ib 
quart de la circonférence est de 100% 



ti 



_^i-^.(o,9i4i87)-. 

ïlinaiso] 



des orbites serait comprise dans les limites zéro et 9i'',4i87, si 
toutes le^ inclinaisons étaient également possibles. Cette probabilité 
^ donc oyooooooi 1235, £Qe est déjà très-petite ; mais il ikut encorie 
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ê&sMh système é4 monde, et qm ee&siAè en eè ^e toute» tes 
pbpièles se tp^rreot dans le nlême sens ^e la terre. ^ les mou^ 
yeinéiis ^Mt» et! rétrogrades àont siipipeséé égsâemeiyl poséoMe» j 

cette d^erijièfe probabilité e*t. (j^ j, il feut donc nwuUipUer 

0,00000011955 par (-^ , pour aroîr !a probatMKté que tous te* 

mouvemens des planètes et dé la terre seront dirigés dans le méime 
sens, et que la somme de leurs inolÎBaisons à Forbite delà terre, 
sera comprise dSUis les limites zéro et 91^,4187 ; on aura ainù 

^^ po¥r cette probabflftéj cequi*onneii~^^pôarlftpi^ 

babîUté que cela a^ pas àùt aroir lien , si toutes les iodinaisoiB, 
ains^ que leç mouYQjQieQS directs et rétrogrades ,, ont été également 
fecil^ Cett^e probabilité approche teHement de la cei^itude , que le 
irésc^tat obiferyé devieirt iuTraiseHiblable dajis çette^ bypothèse^^^^ 
résqltât indique àcmc avec une très-grande probabilité VFexistence 
d'une cause primitive qui^adétei^niné les mguyemens des planéljies 
% se rapprocher du plan de Técllptique , ou plus natureltenient^'^ti 
plan de f equatcur solaire , et à se mouvoEr dans le sens dé ià 
TotisitSén^ du soleil. Si Von tx>nsidère ensuite mie les d^-teit satel- 
Mtes i^ïservéls jùsqbici, fënMeuti retohition dans le même sens, et 
que les rotaticms observées au nombre de treize dans Tes planètes, 
tes satefiites et l'anneatr de Saturne , sont encore dirigées: dans le 
même sens ; enfin , si Ton considère que la moyenne des iiicfiiMyk 
sonç des orbes de ces astres , et de leurs équateurs à Téquateur 
solaire , est fort éloignée d'atteindre lin* démi-angle droit j on verra 
,qw l'existeince d'uoe aause cKMomuœ qui a dirige jt9U9. ciesmof- 
vemens dans le sens de la rotation du soleil , et sur 4es plans pw 
inclinés à celui de son équateur, est indiquée avec une probabilité 
bien supérieure à celle dor plus graad nombre des faits historiques 
sur lesquels on ne se permet aucun doute. 
: Vojqnsn^aiïitenaatsi cette carusé amflué sur k- iB0uif«Btfè]i& As 
comètes. Leinoiobre d» cellea qu!on a observ6es\^i»(pi&Ia( fifl^ de 
ij^ai ,' en comptant pour k.' même les diverses apparitionft de celle 
4a jiçô^, a'éléwe.à cent^ dont dnquante4rois sont direct^ ^ et cpa- 
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rante-sept SK>Dttétr<^âdes. La sôtnme dés inclmaisom de» orbite» 
des premières, est de 3657%993, et celle des inclinaisons des autres 
orbites, est de a5i5*,684; l'inclinaison. moyenne de toutes ces or- 
bites est donc de 5i%'j56'j'j ; par conséquent la somme de toutes les 

inclinaisons est ^H-i.i*,73677 , i étant ici égal à loo. On voit 

déjà que rincliaaison moyenne surpassant le d«ml-angîie droit, les 
crêtes, loin de participer à la tendance des corps du système pla- 
flelàfiie , ^ôm' se mouvoir dans des plkns péttittiJIHéé à l'écJliplijJié , 
pM^aiSsetrt àvtMt une tendance contntii^. Wê&» fe {Mrebabffîté dé 
oettè tendance e»t très-pefilé. Ett eflbt, èi- rbn éuppoèè daù* ht 



».* 



elle devient 



= -^ , <=«.i',73677. 



J. 



: . 



Q^M&^^i(i^.£dl^^^J 






^ étant 200*. Cest Fexpressîon cTe ïa probabilité que la somme 
des iDclinaisopà dès orMes dès L cômètts^l doit, être comprise 
dans les limites â= 2\ i%73(S77. Le nombre dèlsr termes de cette for- 
mule, et la précision avec laquelle ;il jbudrid^ avoir chacun d'eux, 
en rend le calcul impraticabKikf II &iiii~13&nc Tëco^^ méthodes 
d'approximation développées dans la second^- psurtie dji preiniec 
livre. On a par le n* 4a duméme Livre^ 

— = Î-T f 8f nrr i; i rr , « i({ nt t 




atiàflddtés nëkatives étabflci etcliféâ^, otfnmte 
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^es le sont dans la fonnule précédente ; en feisant donc 

la iformulè (p) devient 

Fintëgrale étant prise depuis r nul. On trouve ainsi 0,474 pour la 
probabilité que Tinclinaison des 100 orbites doit tomber dans lea 
jjpûtes ôo^'db i%i7377 ; laprob^ilité que l'inclinaison moyenne doit 
être inférieure à l'inclinaison observée, est donc 0,757. Cette pro- 
babilité n'est pas assez grande pour que le résultat observé Ëtsse 
rejeter l'hypoûièse d'une égalé facilité des inclinaisons des orbites^ 
et pour indiquer Fexistence d'une cause primitive qui a influé sur" 
ces inclinaisons , causé que l'on ne peut s'empêcher d'admettre dans 
les inclinais<»s des orbes du système planétai)ré« 

La même chose a lieu par rapport au sens du mouvement. La 
probabilité que sur 100 <:omètes , quarante - sept au plus seront 
féfarogrades , est la somme des 48 premiers termes dii binoma 
(p^çy^i en-Ëdsant dans^ie résultat du calcul /i =3:9 = ?« Mais la 
eomme jnes 5o premiers termes , plus la moitié du Si''*' ou du terme 
moyen,^t la ihoitié du binôme entier,t)ude (7+ 7)"% c'est-à-dire |; 
la probabilité cherchée est donc . 

ona,àlFàê-p6tt-fr4sy' - * - , 

7^ .(i.2.5,*.5aJ'=;ioo .4: .-(i + 5r:J*5r* , 
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La probabilité précédente devient ainsi / 



l _ • 1. 1197.1594 



V/5o.w iaoo.663 ' 



Cette probabilité est beaucoup trop grande pour indiquer une cause 
qui ait Êiyorisé, dans Torigine, les mouyemens directs. Ainsi la 
cause qui a déterminé le sens des mouyemens de révolution et de 
rotation des planètes et des satellites y ne paraît pas avoir influé sur 
le mouvement des comètes. ^ ^ 

i4. La méthode du numéro précédent a Tavantage de s'étendre 
au cas où le nombre des boules de Furne , qui portent le mém^ 
ttuméro , n'est pas égal à l'unité y mais varie suivant une loi quel- 
Gonque« Concevons y par exemple y qu'il n'y ait qu'une boule por- 
tant le n* o, qu'une boule portant le n^ 1 , et ainsi de suite jusqu'au 
n* r iaclusivement. Supposons de plus qu'il y ait deux boules por- 
tant le n* r+i, deux boules portant le n* r 4- 2, et ainsi de suite. 
|usqu'au n* n inclusivement. Le nombre total des boules de l'urne 
^ra %a^^r^\y la probabilité d'en extraire un des numéros infé-: 

rieurs à r+i > sera donc ■ ^_^ ■ ; ei la probabilité d'en extraira 
le T^T-^\ ou l'un des numéros supérieurs, sera ^^_^ : nous la re- 
présenterons par _ ■ ; mais nous ferons / = 1 dans le résul- 
tat du calcul Quoiqu'il n'y ail point de numéros au-delà du n* /i , 
nous pouvons cependant considérer dans l'urne des numéros su- 
périeurs à fiy jusqu'à Finfini , pourvu que nous dontuons à leur 
€xtrac<;^oiipi une probabilité nulle \ nous pourrons donc représenter 

cette probabiMté par ^^'^' ^ ■ , en fâisant i=.i d^s le irét 

Bultat du calcul. Par cet artifice y nous pouirons représenter gène* 
rajèment la probabilité d'un numéro qudconque, par l'expression 
pr^^éiite j.ptnhnm*que nous ne fassionis eoBHneacer V^^ que Icxrt 
t[u*to di^' iifuttïért)s cétamèi^ à 'scurpasser r , et ique nous né 
fesôîcms êômmencer /^' que loitsqu'^tt des^nûniéros commencera 
h stidrpasser ;i. Cela posé, on trouvera, en appliquant ici lesraisoBr 
idttifiXikérQ |Krcçéd«oVquek^ababilité d'amener le nombre 
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^ dans / tirages , est égale à 

(s+i—} ) . (^--f-i— a) . (j+i^5) (5+ 1 ) /,!.»-♦-#_ «>4-iV 

pourvu que dans le développement de cette fonction, suivant les 
puissances de /, on diminue dans chaque terme, s de Pexposaùldi» 
la puissance /, qu'on suppose ensuite /=: 1 , et qtfon arrête la série 
lorsque Ton parvient à des Ëicteurs négatif. 

i5. Appliquons maintenant cette méAodé à la recherche ètt té- 
sultat moyen que doit donner un nombre quelconque d'observa- 
tions dont les lois de facilité des erreurs sont connues. Fout eetà , 
nous allons résoudre le problème suivant 

Soient i quantités variables et positives /, f,, f.,. . .fi-, dont Té 
somme soit s , et dont la loi de pos^ilité soit connue ; on propMy 
de trouver la sonmie des produits de chaque valeur que peut té6e- 

voir une fonction donnée 4 ('> ^« > '»> ^^') ^® ^^^ variables, indlt^ 
pliée par la probabilité correspondante à cette valeur. 

Supposons pour plus de généralité „que les fonctions quiexpriméiil 
les possibilités des variables f, /,, etc. soient discontinues, tttepré^ 
sentons par (p{t) la possibilité de t , depuis i:sso jusqu'à ^cbb 9 ) 
par f ' {t) 4- ^ (/) , sa possibilité depuis / ;= y jusqu'à ts=q' -^ par 
^"(0+P'(O+^(0t 8^ possibilité depuis t=:q^ jusqu'à «»/, ék 
ainsi de suite jusqu'à l'inânL Désignons ensuite tes mêmes quantités 
relatives aux variables t, , /, ,.etc. par les mêmes lettres , en écrivant 
Irespectivement au bas, les nombres 1, a , 3, etc.j ensotte que jr,, 
ç[ j.etc. j ?,(/,), (p[ (ti)j etc. correspondent, relativement à *,, à C6 
que y , jr', etc.; ^(0>^' (0> ^^^- ^^^ respectivement à f, gt Qinsi 
de suite. Dans cette manièfe de représenter lès pctaâibllitès des ra^ 
ridblês^ II esH é^ qucF k fenc^on p {t} a heu 4epiilir<!m« |ua(|lifm 
1 infini; que la fonction 9'(/) a lieu depuis tz^y )us<pi'à,i infini 
st ainsi de suite. Pour reconnaître les valeurs àtt^^t^t^ etCvlorjSr 
ces divises fonctions commencent à avoir lieu, .n^oi^^ispi 




|)J^erons conformémeid; à la noiétl^ode exposée àsm^t^ apnu^oè 
préceàins,*(Opar/*oml'u«»té,,ç'(i) par ^«''(iiBW f'^ttxf.i' 

*ot!s HRiltipli^ons pftreiMiieitt <^, (t,) peur ftmit^, Kt^î^ f»fi^} < 
i^t^àt suite : les exposadfr 4k» puiséi^iM» d^k P ia^ 
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fie^raleim. Il suffira ensoke de Êiire Itszi dans le dernier résul- 
tat du calcul. Ai^ nooyen de oes artifices très-simples > on peut &ch 
lement résoudre le problème proposé. 

La probabilité de la fonction 4 (*> ^> Uj etc.) est éyidenmient 
llgale au piroduit des probabîUtéâ de iy <., t^y etc., enscurte que si Fou 
f^b^tîtue pow t aa yaJieur ^ -—<;—« #.-«- etc. que donne Téquatio» 

» "T" *i"T" ^ft • • • • "n ^1— A 2= lî j 

.Iq prodiût de la fonction proposée par sa probabilité , sera 

4.(1**— #,—<,— etc. , f, , f,j etc.) 
X[fè*--f.~^--«tcOH-^-^(»~A--/.--^c.H-/*'^*(*— f,— #,--etc.)^ 

,Xetc. 

on aura donc la somme de tous ces produits, 1*. en muIeipIiatA h, 
..^IQiuitité précédente par dt^ y et en Fint^grafit pour toutes les valeurs 

drâit f, est SH&ceptible ; a*^ cm mult^iant ce€te intégrale par c?/«, et 
^^Fintégrantpmur tontes les vUleurs dbnt f. est susceptible, et ainsi 
. de suite j.ttsquf&la dernière variable if^t; ïaaiê ces intégrations stie- 
« Otssiv0s exigent quelque» attentions particulières. 

Conâidéroiis^ ua tenae quelconque de la quantité (A), tel que 

X ç'(5— /,—/.— etc.).?; {t,).^l (0-etc. j 

•.•'■■ 

enle multipliant par c?^;,ll Ëiut intégrer pour* toutes les valeurs pos* 
sU)les de u ; or la fonction (p! (s — tr^ U — etc.) n'a lieu que lorsque ty 
-dontlà vatteur est s — t^ — f.-i-etc., égale ou surpasse y; la plus grande 
valeur que /; puisse recevoir, est done « — gr-^/k— ^r**etc. De 
plus, (p[ (f.) n'ayant lieu que lorsque /, est égad ou phis grand que 
q^ y cette quantité est la plus petite valeur que t^ puisse recevoir ; 
^ tt^&ht donc prendre l'intégrale* dont 9 s'agit, depuis f. s»^. josqu^à 

f, =r ^ -^ g — f^-— Z^/— etc. : 
: #0 y, ce qulrevient au mdme , depuia #,-» f i^ao fusqa'à 

' f,— ^5r,=i^— jf — qi — /g— •/3-*-etc. ' 



Ii64 THÉORIE ANALYTIQUE 

On trouvera de la même manière qu'en multipliant cette nbureOé 
intégrale par d/., il faudra l'intégrer depuis t^ — 9l=o jusqu'à' - 

■ 

En continuant d'opérer ainsi, on arriyera à une fonction de 
s^^q^^q^ ^^q'^-^ etc. , dans laquelle il ne restera aucune des ▼»- 
riables tj /„ /,, etc.Cette fonction doit être re jetée, si ^ — q — jr,— gl-^-elc. 
est nul ou négatif^ car il est visible que dans ce cas , le système des 

fonctions ^'(0>^î {^ô^K (0> ^*c- ^^ P^^* P^^ ^^^ employé,' En 
effet, les plus petites valeurs de t,y f», etc. étant par la nature de .ces 
fonctions , égales à q,yq[^ etc.; la plus grande valeur que t puisse 
recevoir est s — jr, — q[ — etc. j ainsi la plus grande valeur de 
/ — jrest / 

^_jr— jr,— y;— etc.} ; 

or la fonction ^{t) ne peut être employée qu'autant que *-^ 
est positif. 

De là résulte une solution très-simple du problème proposé. Qoe 
Ton substitue, i\ q+t au lieu de #,dans 9'(/);9'+eaulieudet, 
dans ^" (t) iq"+t au lieu de t^ dans 9"' (t) , et ainsi de suite ; a*. jr.-Ht 
. au lieu de f, , dans ^^ (/,); q{^t^ au lieu de t^ , dans ^^(0; ^^^i 
3*- y.-+-^au lieu de #., dans ^^ (<g); ç^H-^, au lieu de <;, dans 
9l (0> ^tc-î ^t ainsi de suite; 4*. enfin, A:H-^ au lieu de *, Ar^Th't 
au lieu de t, , et ainsi du reste, dans 4 (t yU^U^ etc.) ; la fonction (A) 
deviendra 

4 (A-fns— f.—f,— /j—etc, kr{-t,f *.4-*„ etc.) 
X [^ (*—/.— /.—/s— etc.H-A.<p' (H-y— /.—/,— etc.) '^ 

-f-^.^" (H-g'~f,— *j— etc.)-Hta] j (AO 

' . xr<p. (<.)+/'•. ^:(sr.-H.)4-/^'.^:(g:4.<.)+etc.] 

x[<p.(04•^^<(7.^-^)^-etc.] . \ 

en multipliant cette fonction par <&,, on l'int^^ra depuis tx nul 
jusqu'à f , = ^ — t^ — ^3 — etc. On multipliera ensuite cette pre- 
mière intégrale par d/.-, et on l'intégrera depuis /; nul jusqu'à 
t%^=^s — ^-r-f^i— etc. En continuant ainsi, on parvien^bra à une 
dernière intégrale (jui sera fonction de ^, et que nous désignerons 

par 
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pnr n (s) ; et cette fonction sera la somme cherchée de toutes les 
yalem*s de 4 (^ 9 ^i > ^ 9 etc.) multipliées par leurs probabilités res^ 
pectiyes. Mais pour cela , il faut avoir soin de changer dans un 
terme quelconque , multiplié par une puissance de /, telle que 

/7+7i+?»+ c.^ ^ dans la partie de Texposant de la puissance relative 
à la variable t y et qui dans ce cas est ^; et si cette partie manque , 
il &nt supposer k ^gal à zéro. II &ut pareillement changer it, dans 
'k partie de l'exposant relative à la variable t^^ et ainsi de suite; 
ir&ut diminuer s de l'exposant entier de la puissance de /, et 
écrire ainsi dans le cas présent, s—q—'q^—q'^ — etc., au lieu 
de ^ , et rejeter le terme , si ^, ainsi diminué , devient négatif. Enfin ^ 
il &ut supposer /=s 1. 

^ Si 4 ( *> ^ , Uy etc.) , (p{t) , (p' {t) , etc. ; ?» {t,) , etc. sont des fonctions 
rationnelles et entières des variables f, tirU^ etc.; de leurs expo- 
nentielles , et de sinus et cosinus; toutes les intégrations successives 
seront possiUes , parce qu'il est de la nature de ces fonctions, de se 
reproduire par les intégrations. Dans les autres cas, les intégra- 
tions pourront n'être pas possibles; mais l'analyse précédente 
• réduHr alors le problème . aux quadratures. Le cas des fonctions 
.rationnelles et entières , offîre quelques simplifications que noui 
allons exposer. 
Suj^osons que l'on ait 

^ (ï)+^. (p'(ç + ^)-|-K(p"(5f'+0+etC-=-' +^*^+C'.^+etc., 
<P.{U)+f\<p\ {q.+t,)^f\<P\ (5':+^)+etc.=^.+5..^.+Ci.^:+etc., 

*. (0+^*-*l (î.+0+^^< (î;4-0+etc.=^,+J9..^+C,.<+etc.^ 

etc. 

et désignons par H . t"" . t",' , ^ . etc. un tenne quelconque do 
4 (A-f-t, A.4-*., *.+/„ etc.); il est fecile de s'assurer que la partie 
de n (s) correspondante à ce terme , est 

^.a.3. ..».i.a.3...n,.i.2.5. ..w,.etc./i.« 

X [^H-(w4-i)-»-*-K»+i)-(«H-a) • C'*H<tc.] 
x[^.-K».+i)-B.-H-(«.4-i).(».-h3).C,.5M-etc.]; (B) 

X etc. 
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{M>iHTU ifjO/B'^aîa k dévelof^tanent 4e oette fUDontité , «a h 

ma 

|FeisAœce«[tt€3coB^ aé^syim écrite ' ^ ■ ;{ ■■■- Oïi aura ensuite 

la partie correspondante de la son^aie entière des valeurs de 
4 (^j ^1 , ^o etc.) , multipliées par leurs probabilités re^ectives ^ en 
cibangeiaiit tm terme ifudccmque de ce développement, tel que 

*ir\. i^.s^ dans HX.^s-^^y y et en substituant dans Hj au Ueia 
de it , la partie de Tesposant fi^ qui est relative à la variable t^ au 
lieu de it« , la partie relative à f , , et ainsi du reste. 

Si dans la formule (B) on sijqppose £f = i , et tz, n, , n», etc. nuls; 
cm aura la somme des valeurs de Tunité , multipliées par leur pro« 
babilité respective ; or il est visible que cette somme n'est autre 
chose que la somme de toutes les combinaisons dans lesquellea 
réquation 

a Heu , multipliées par leur probii)yité ; ^dle ^q>rime conséquent 
sent la probabilitié de cette équatkm. 8i daiislêe hypotliéaes pré- 
cédentes, on suppose de plus que la loi de prebabififté est k mèsÊk 
pour les r premières variables tjf,,i^y. . .f,^,,etquepoiur less-^4r 
dernières, eUe soii encore k m^e, Biais dŒ^nte que pour kk 
premières ; on aura 

£ ssB B^ itz £^. . .C3 B^^^ 

etc- 



^*f "^ ^3f^f • • • • • » » .1» ■ I u7|_f * 
■^f = ^r+l = ^«_», 



«t !a fonnute (B) se ciiangera dans la suivante, 

Cette foimuie «wrira à 4étermiaer la probabilité que k somme des 
erreurs d'un nombre quelconque d'observations dont la loi de 
feciiité des «reurs est connue , sera cominise dans dw lànites 
données. 
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Supposons, par exemple, qae Ton ait i—- 1 obsenratiom^^^ ^irt, 
les erreurs pour chaijiie ohaârvatioa^ py^eot ^'é^ndre depuis — * h 
jusqu'à 4- ^j et qu'en nommât z Perreur de la première de ces 
observations , la loi de facilité de cette erreur soit exprin^ée. j^^j: 
a + bz+ cz*' Supposons ensuite que cette loi soit la même, pour 
les erreurs z., z^y . • .zj^ des autres ebsenrationa, et dien^ns 
la probabiMt4^ q«9 1» a^mmec 4& cQ^^err^w^o^sera cqw|^€( daits. le& 

Sii'onfait 

il est dair que t, Uj f., etc% seront pooitife et pourront s'étendro 
dq^ zéro,j[iiaq]i'à A 4* jr> de pUi3^ qa aura 

• • • . 

donc la plus grande valeur delà sonnne z+Zi+2** • •+£<-• étant 

parlft ^ï^^tieapb) égal^ à^H*»^) «t te. pïHS^ petite étant é^e £147 ;, 
îi fb»9made valoir d9 *Hh*t+V'«"+'*-<»^'f*(*-"i]|">Wip-HK 

^ 1& p^VlA'petHi%9et£k(«-~0*AHrj?!j «A &i9Wt.£|^ 



( t — 1) . A -f-p -f-es= * 
et , 

#1., sera toujours positif, et po«Fca s'^enAre depuis zéro jusqu'à e. 
Cela posé, si l'on applique à ce cas, la formule (C); on wa 
q = h+ g. n'aiUeuca. 1» Ipi de &cilité des erreurs z é^t. a+6js:+cz% 
on en conclura la loi de Ëicilîté de ^, en y changeant z en £— - A ; 

soit 

a'=a— ôA-f-cA*,. 6'= 6 — acA, 

on aura a'+&'f+cf* pour cette loi; ce sera donc la fonction 
^ (^)v Mws epouoe df^oia ««vA-^!*^ jua^'à « uM» la facilité des 
yaleurs dç^f tsk W'^ P<i* iLbjrpQtliése j. Qfiaqi^ 

ce qui donne 
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4oDC si Pon fait ' 

ou aura 

€t cette équation anra encore lien, en y changeant f en f, , /ki^^tc ; 
puisque la loi de facilité des erreurs est supposée la même pour 
toutes les observations. 

Quant à la variable t^^^^ , on jobservera que la probabilité de 
réquation 

étant, quel que soit ft, égale au produit des probabilités de jet^ r., r«, etc.; 
la probabilité de Téquation 



dera égale au produit des probabilités de ^, f,, f., etc.; la loi depro^* 
habilité de #1., est donc constante et égale à l'unité ; et comme cette 
variable ne doit s'étendre que depuis <<-.tS=so jusqu'à fi. . sa ^; 
on aura 

jTj^j SIS e , ^i.i (f,^,) = 1 , ^iL, (fi_,) 4. ^i_, (/^, ) =a o î 

et par conséquent 

œ qui donne 

<p,-.(*,_.)-^-/''^^C.(^i-.+0=ïtl-^î 

la formule (C) deviendra donc 

Soit • . : . , 

Xa'-H'H-aW)*^». (a"4-ô'>+ac«') sx a<»+iO>«-Hîf%»4. etc., 

etc. 

Jlu. ... <[i jO 

{a formule précédente (C) dontiera; en ydiai^eant un terme 411^ 
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Conque tel que A./'*.*', en 

i .s. 3. . . .a 

f 

CtCa 

+ etc. 

a^'^ • [(^— a A— a^)'""'— (^^ — a A— a^— ^)'^3 

etc. 
etc. 

n faut rejeter de cette e^ression, les ternies dans lesquels la quanr 
tité élevée sous lë isâgnê des puissances , est néjg&tive. 

' Supposons maintenant qahz , Xi , i« , ^fc. y répféseiriant touîcùrs 
les erreurs de î— • i obseryations , la loi de fecilité, tant de rerreur 
« que de l'erreur négative — «^ soittf (*^»*-i), let que: h et:*— *A 
Boiènt les liixutes de ces errèurSé SuppûsoBSjde pind quç:.jDette loi 
soit la même pour toutes les observ^tioos^çt cherchons la pro^ 
habilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limites 

; . $ironfidt«=3«-— A,«^tf=:«^r-A, etc.; fl estclaîrque /, f., çta 
lieront toitjours posîtife, et pch^ont s'éœ^ 
nh] mais ici la^oî de fàciMte est disôoiitilâie enjeux poiïît& De{Ju]Bé 
tsxso )U8qq'à -ttst^l elle est expiinaiéecpârC/j Depuis ,/ss^ jus^'à 
f s; d^^ elle est e2pnmj6^.pdr^(i^^ enlm; «Up est jiulle depuv 
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ts=ah jusqu'à t infini. On a donc 

on a ensuite 

(p (0 = ^f, 

fl>"(*)-f^'(0 + <P(0=»o, 
ce qui donne 

^'(t)=s(aA— aO-C, <p"(0=(«— aA).C, . 

... •. - . ^ - .• ■ ..... ... 

ainsi Ton a . dans ce cas ^ 

équation qui a encore lieu en y chai^eam. t en. t^y Ut etc. 
teœent on a- 

... . ^ 

^4- jr,.4- r.^a /••|-ii;:;^5sri+ fi+Vt^'^^H- <^^ 

donc la somme dea eareiuta jl^. jri> etc. dexamt être par h3r{>oèhè8ey 
renfermée dans les limites p et p+e^ la aonmie des valei|rs de 
f ,f.,..,.fj«* sera comprise dans les filnites (»— .iJ[.A+/> et 
(i— i),A+/' + ^> ensorte que si Ton Eut ' 



^^«4- ^^rr" ^%i!» * •- •*n-4^.--» ^,r" 4»- 



Uf 



r étant siippi06é^^à(p-^].>.A^/»-^^^4^^p^^ aMtendre de^ 
pois zéro jusqu'à e ; et Fou verra, comme- dans Texesçh^ pfécé*» 
êffsA^ que S4 âiteiljté dàit être- suppeeéer ég^ à Enoité ^toiiA c^ 
intervalle, et qc^cdieidoik é(K9!sappinéeiiua&)»[:b^dtid^ wt «Mm^ 



» * « 



jp^ Do^ t ^^ I^9i> pibsert^^ cpp aéjfî&.ÇÀ-^yétanl la prpl^abilité 
jjpjÊ t^enc '4'W^,<^çrY^^/!i ^t cctoq^rise d^ lés-lÊailes — À 

•t.4*'^ , ee qui eslcevtaiai, àÉ!A<^»;^;.]b f«aBaiiIti(Q>dpQBir» 

ftete' f expression de la prc^iàMté' drercbé^, ■-■■---■ 
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s*^-* — (s — e)*^* 
-(2»— a) . [(i—A)"— — («— A-«)*^»] 

en apiït Boin de rejeter tous lès termes dans lesquels là «quantité 
>aeTée à la puissante af— à, est négative. 

Nous allons encore appliquer cette analyse au problème suivant. 
Si l'on conçoit un nombre i dç points rangés eu ligne droite y et 
sur ces points , des ordonnées dont la première soit au moins 
^gale à la seconde , oelle-ci au moins égale à la troisième, et ainsi 
de suite ; et que la somme de ces i ordonnées soit constamment 
égale à s. En supposant s partagé dans une infinité de parties , on 
peut satisfaire aux con^t^os. précédentes, d'une infinité de ma- 
nières. On propose de déterminer la valeur de chacune des ordour 
nées , moyenne entre toutes les valeurs qu'elle peut recevoir. 

Soit z la plus petite ordonnée, ou l'ordonnée i**"'} soit r-f-z,, 
l'ordonnée (i— i)'*"j soit «-f-£,4-r,, Fordonnée (i — a)'*"', et ainsi 
de suite jusqu'à la première ordonnée qui sera z-f-z,. . . . .-f-^i-» 
tiCS qua&tités z, z^^z^y etc. teront ou nuHes ou positives, et lemf 
somme i.z + (i — i ). ^5*+ (* — • 2) . z^ . . . +Zi^, sera , piar les concil- 
iions du problème , égale à s. Soit 

on aura . 

* "^f* tg *j* *g« • • • "f* ^j_i ^^^ ^ f 



les variables ty U^Uj etc. pourront s'étendre jusqu'à ^. L'ondûnn^ 
/^ sera 

t • i — X ^ r 

n faut déterminer la somme de toutes les variations que cette 
quantité peut recevoir , .et \à, diviser par le' nombre total de ces 
variations , pour avoif l'ordonnée moyenne. La formule (B) donne 
brès-^&cîkœent cettft soittfeie , en obberrant qu'ici 

'y 1 ^ ? ^i> ^> > etc. ) es £ *t* iTTT * * * * * » "7^ ^ 
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et on la trouve égale à 

- . • 

• 

En divisant cette quantité par le nombre total des combinaisons^ 
qui pe peut être qu'une fonction de i et de.^ , et que nous dési- 
gnerons par Ni on aura pour la yaleur moyenne de l'ordonnée 

r 

pour déterminer N , nous observerons que toutes les valeurs 
moyennes doivent ensemble égaler ^ } ce qui donne 

?sr=: >■■■ ,1 
la valeur moyenne de Tordonnée r^. est donc 

^. li + '*-^....-f--\ (0 

6uppos(ons qu'un eflfet observé n'ait pu être produit que par Tune 
des i causes J , By C^ etc.; et qu'une personne , après avoir ap- 
précié leurs probabilités respectives » écrive sur un billet, les lettres 
qui indiquent ces causes , dans l'ordre des probabilités qu'elle leur^ 
attribue , en écrivant la première , la lettre indiquant Ja cause qui 
lui semble la plus probable. Il est clair que l'on aura par la formule 
précédente, la valeur moyenne des probabilités qu'il peut supposer 
à chacune d'elles , en observant qu'ici la quantité s que l'on doit 
répartir sur chacune des causes , est la certitude ou Pùnité, puisque 
la personne est assurée que Teflfet doit résulter de l'une d'elles. La 
valeur moyenne de la probabilité qu'elle attribue à la cause qu'elle 
a placée sur son billet au rang r''*', est donc 






De là il suit que si un tribunal est appelé à décider sur cet obfet, 
et que chaque membre exprime son opinion par un billet semblable 
$ix précédent j alors ^ en écriyaiit sur chaque Ûllet , à côté des lettres 

qui 
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iquî indiquent les causes , les valeurs moyennes qui répondent au 
rang qu'elles out sur le billet; en faisant ensuite une somme de 
toutes les valeurs qui correspondent à chaque cause, sur les divers 
billets ; la cause à laquelle répondra la plus grande somme , sera 
celle que le tribunal jugera la plus probable. 

Cette règle n'est point applicable aux choix des assemblées élec- 
torales, parce que les électeurs ne sont point astreints, comme 
les juges , à répartir une même somme prise pour unité , sur les 
divers partis entre lesquels ils doivent se déterminer : ils peuvent 
supposer à chaque candidat , toutes les nuances de mérite com- 
prises entre le mérite nul et le maximum de mérite, que nous 
désignerons par a : l'ordre des noms sur chaque billet, ne fuit qu'in- 
diquer que l'électeur préfère le premier au second, le second au 
troisième , etc. On déterminera ainsi Les nombres qu'il £iut écrire 
sur le billet, à côté des noms des candidats. 

Soient /, , i„ t^. . .f, les mérites respectifs des i candidats, dans 
l'opinion de l'électeur, t, étant le mérite qu'il suppose à celui des 
candidats qu'il a mis au premier rang, /, étant le mérite qu'U suppose 
au second, et ainsi de suite. L'intégrale yï,.rff,.(//,. ,.dt, exprimera 
la somme des mérites que l'électeur peut attribuer au candidat r, 
pourvu quel'on intègre d'abord par rapporta /,, depuis /, ^o jusqu'à 
/, = (,_, ; ensuite par rapport à t,_, , depuis /,_, jusqu'à ïj_„ et ainsi de 
suite , jusqu'à l'mtégrale rehtive à t, , que l'on prendra depuis t, 
nu! jusqu'à (,=0. Car il est visible qu'alors i, ne surpasse jamais 
ti^,, ti~, ne surpasse jamais fj_,, etc. En divisant l'intégrale précé- 
dente par celle-ci /rf/,. <//,.. .rf^ qui exprime la somme totale de» 
combinaisons dans lesquelles la condition précédente est remplie, 
on aura l'expression moyenne du mérite que l'électeur peut attri- 
buer au candidat r*"". En exécutant les intégrations , on trouve 
i r~^"*"' . a pour cette expression. 

De là il suit que l'on peut écrû-e sur le billet de chaque électeur, 
i à côté du premier nom,i — 1 à côté du second, i — a à côté du 
troisième , etc. En réunissant ensuite tous les nombres relatifs k 
chaque candidat , sur les divers billets ; celui des candidats qui aura 
la plus grande somme , doit être présume le candidat qui, aux yeux 

. 3& 
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de rassemblée électorale , a le plus grand mérite , et doit par con^ 
séquent être cl]K>i8i. . 

Ce mode d'élection serait saiis doute le meilleur y si des coûsi-* 
dârations étrangères au mérite n'influaient point souvent sur le 
choix des électeurs, même les plus honnêtes , et ne les détenni*^ 
naient point à placer aux derniers rangs , les candidats les plus 
redoutables à celui qu'ils préfèrent ; ce qui donne un grand ayan- 
tage aux candidats d'un mérite médiocre. Aussi l'expérience l'a-t-elte 
^t abandonner aux établissemens qui l'ayaient^adopté. 

Supposons que les erreurs d'une observation puissent s'étendre 
dans les limites -|- a et — a ; maïs qu'ignorant la loi de probabir 
Bté de ces erreurs , on ne l'assujétisse qu'à la condition de leur, 
donner une probabilité d'autant plus petite, qu'elles sont plu4 
grandes; la probabifite des erreurs positives étant supposée la m^ne 
que celle des erreurs négatives correspondantes, toutes choses qu'il 
est naturel d'admettre. Là formulé {e) donnera encore la lo^moyeime 
des erreurs. Pour cela On concevra l'intervalfe à partagé dans, ùi^ 

nombre infini i de parties représentées par dx , ensorte que ^ s=^ t: ^ 
on fera ensuite r=i ^ j la formule (é) devient ainsi 



/dx 



a 



l'intégrale étant prise depuis œ^zzsc jusqc^k x:=za; dans la question 
présente 5=r; car l'erreur devant toinber dans les fijsutes — a et 
4- a , la probabilité qu'elle tombera dans les limites o et a est i j 
c'^st la quantité s qu'il faut répartir sur tous les points de îînter- 
valle m } la formule (i) devient donc alors 

dx ^ a 

Ainsi la loi moyenne des probabilités des erreurs positives x , ou 
négatives — x, est 

lia 

— .log-. 
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fl^m^^i^^mimmm'm^mmamm^f^mmmi^Kmmmmmm^'-^^mmmm^^ÊÊimmmi^mm^km^^ 



CHAPITRE lïl; 

Des lois de la probabilité y qui résultent de la multiplication 

indéfinie des épénemens. 

i6, A MESURE que les événemens se multiplient, leurs probabi- 
lités respectives se développent de plus en plus : leurs résultats 
moyens et les bénéfices ou les pertes qui en dépendent , convergent 
vers des limites dont ils approchent avec des probabilités toujours 
croissantes. La détermination de ces accroissemens et de ces U-* 
mites , est une des parties les plus intéressantes et les plus déticates 
de l'analyse des hasards. 

Considérons d'abord la manière dont les possibilités de deux 
événemens simples dont un seul doit arriver à chaque coup , se dé- 
veloppent lorsqu'on multiplie le nombre de coups. Il est visible que 
Févénement dont la facilité est la plus grande, doit probablement 
arriver plus souvent dans un nombre donné de coups j et l'on est 
porté naturellement à penser qu'en répétant les coups un très- 
grand nombre dé fois , chacun de ces événemens arrivera propor- 
tionnellement à sa facilité, que Ton pourra ainsi découyrir par 
Texpérience. Nous allons démontrer analytiquement cet important 
théorème. 

On a vu dans le n* 6 que si j? et i — p sont les probabilités res- 
pectives de deux événemens a et 6 ; la probabilité que dans x+o/ 
coups , l'événement a arrivera x fois , et l'événement b , x' fois , est 

égale à 

1 .11.3. ».(3r4-jO ^g / w 

i.a.â...x.i.2.8...a/-^*^^~^>' > 

c'est le (ar'-t-i)'*"' terme du binôme [p+ (i— y)]'"^*'. Considérons le 
plus grand de ces termes que nous désignerons par k. Le terme 
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antérieur sera — ^ . — ; — , et le terme suivant sera k.^—^^ . ,^ -. 
Pour que k soit le plus grand terme , il Êiut que Pon ait à la fois 

il est Ëicile d'en conclure que si Pon £iit or-f- ar's=/i, on aura 

jc < (/H-i) .p > («+i) -i^- 1 ; 

ainsi ^p est le plus grand nombre entier compris dans ('>+i)*i> > 
en disant donc 

ce qui donne 

\$ sera moindre que Punité. Si or et x' sont de très-grands nombres^ 
• on aura à très-peu près , 

p _ X 

c'est-à-dire que les exposans de ^ et de i — p , dans le plus grand 
terme du binôme , sont à fort peu près dans le rapport de ces quan- 
tités; ensorte que de toutes les combinaisons qui peuvent avoir 
lieu dans un très-grand nombre n de coups , la plus probable est 
celle dans laquelle chaque événement est répété proportionnelle- 
ment à sa probabilité. 
Le terme l^% après le plus grande est 

On a par le n** 3a du premier Livre , 

1.2.5, . f/»s=»'*"*"*.c'^'*. V/Swf ./i 4- p---|-etc.}; 
ce qui donne 
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.1 rX-I 



1 l X C f 1 1 

i.fl.3...(x'+/)~^*'"^^ •• y^ • { 1 — 717(7+0 —etc.]. 



DéyeloppoDs le terme (x— /) *. Son logarithme hyperbo- 
lique est 



or on a 



(/— ar— i).[]logx4-Iog(i — -)]; 



nous négligerons les quantités de Tordre i , et nous supposerons que 
/• ne surpasse point Tordre i2; alors on pourra négliger les termes 
de Tordre p-, parce que x et x' sont de Tcwrdre n. On aura ainsi 

(^ar-i).[lbgx+log(i- ^)] 
ce qui donne , en repassant des logarithmes aux nombres, 

/-.ri-^X /»— l^^^^^l / 2 i3 \ 

on aura pareillement , 

On a ensuite par ce qui précède , 77 = ^^ , s étant moindre que 
Tunité 'y en faisant donc p =: ^~* , z sera compris dans )es limites 



X 



^ , j et -^— — — , et par conséquent il sera, abstraction Êdte du 
Bîgne , au-dessous de Tunité. La valeur àep donne 1 — /> 5= — — -; 
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on aura donc par l'analyse précédente , 

. de là on tire 

n/' 

On aura le terme antérieur au plus grand terme , et qui en est éloigné 
à la distance /, en feisant / négatif dans cette équation; en réunis* 
aant ensuite ces deux termes, leur somme sera 

L'intégrale finie 

prise depuis 2=0 inclusivement , exprimera donc la somme de 
tous les termes du binôme [p-h (>—/>)]% comprise entre les deux 
termes , dont l'un a p*"^' pour facteur , et l'autre a />*•' pour fac- 
teur , et qui sont ainsi équidistàns du plus grand terme ; mais il 
faut retrancher de cette somme , le plus grand terme qui y est évi- 
demment compris deux fois. 

Maintenant , pour avoir cette intégrale finie , nous observerons 
que l'on a, pai* le n* 10 du premier livre , y étant fonction do / , 

d'où i'oQ tire par le même numéro , 

s . j ï=/y rf/ — i •j' + 17 . ^ + etc. -f- oonstante. 
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y étant ici égal à ■ .-'^.!L^ .c ^ , les différentielles successives 

de y acquièrent pour facteur -^ et ses puissances j ainsi / étant 
supposé ne pouyoiç être au plus que de Tordre \/n , ce facteur est 
de l'ordre --^ , et par conséquent ses dififérentielles divisées par 

les puissances respectives de dl^ décroissent de plus en plus; en 
négligeant donc , comme on Fa Ëdt précédemment , les termes de 

Tordre - , on aura , en faisant conunencer avec / les deux inté- 

grales finies et infiniment petites, et désignant par y le plus grand 
terme du binôme , 

^.y=^rydî^\.y^\.Y. 

La somme de tous les termes du binôme [p4-(i — p)]" compris entre 
les deux termes équidistans du plus grand terme. du nombre l^ 
étant égale à 2 .^ — ^ . F, elle sera 

fydl—\.y\ 

et si Ton y ajoute la somme de ces termes extrêmes , on aura poui' 
la somme de tous ces termes , 



1 « 



fyàl^k^y^ 
i Ton Ëdt 

cette sonune devient 



Les termes que Ton a négligés étant de Tordre - , cette expression 

est d^autant plus exacte , que n est plus grand : elle est rigoureuse, 
lorsque n est infini. D serait facile, par Tanalyse précédente , d'avoir 

égard aux termes de Tordre - , et des ordres supérieurs. 

On a, par ce qui précède, x-^^np^z^ z étant un nombre plus 
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petit que runité -, on a doDC 



X -^ l l + z t,y2xjf , z ^ 



ainsi la formule (o) exprime la probabilité que la difierence entre 
le rapport du nombre de fois que réyénement a doit arriver , au 
nombre total des coups ^ et la Ëicilité p de cet éyénementi est com* 
prise dans les limites 

V/aop*' étant égal à 



on yoit que rinteryalle compris entre les limites précédente3 est 
de Tordre -4=-- 

Si la limite de t , que nous désignerons par T, est supposée inva- 
riable, la probabilité déterxninée par la fonction (o), reste la même 
à très-peu près ^ mais l'intervalle compris entre les limites (/) , di- 
minue sans cesse à mesure que les coups se répètent, et il devient 
nul, lorsque leur nombre est infini.^ 

Cet intervalle étant supposé invariable ; lorsque les événemens se 
multipb'ent, T croît sans cesse, et à fort peu près comme la racme 
carrée du nombre des coups. Mais lorsque T est considérable, 
la formule (p) devient , par le n* ay du premier livre , 



c~ 


■T' 


1 


' 1 






aT. 


i^i' 


1 + 










I 


39 

+1 


L + etc. 


Ê^im 






c-^ 







y/ anw.j^p (i — p) + ^,(1 — flp) — ^ 



—7*,. 



1 A ^^ M 

^ étant égal à -y^. Lorsqu'on fait croître T^ c diminue avec une 

extrême 



DES PROBABILITES. a8i 

extrême rapidité , et la probabilité précédente s^approche rapide- 
ment de Tunité à laquelle elle devient égale, lorsque le nombre des 
coups est infini. 

U y a ici deux sortes d'approximations : Tune d'elles est relative 
aux limites prises de part et d'autre de la facilité de l'événement a j 
l'autre approximation se rapporte à la probabilité que le rapport 
des arrivées de cet événement, au nombre total des coups , sera 
renfermé dans ces limites. La répétition indéfinie des coups accroît 
de plus en plus cette probabilité , les limites restant les mêmes : elle 
resserre de plus en plus l'intervalle de ces limites, la probabilité 
restant la même. Dans l'infini, cet intervalle devient nul, et la pro- 
babilité se change en certitude. 

L'analyse précédente réunit à l'avantage de démontrer ce théo- 
rème, celui d'assigner la probabilité que dans un grand nombre n 
de coups , le rapport des arrivées de chaque événement sera com- 
pris dans des limites données. Supposons, par exemple, que les 
Ëicilités des naissances des garçons et des filles soient dans le rap- 
port de 18 à 17 , et qu'il naisse dans une année, i4ooo en&ns ; on 
demande la probabfiité que le nombre des garçons ne surpaissera 
pas 7365, et ne sera pas moindre que 7057. 

Dans ce cas, on a 

pzsi^y x=730o, x'srsGSoo, n=i4ooo, /=:i63; 

la formule (o) donne à fort peu près o,9943o3 pour la probabilité 
cherchée. 

Si l'on connaît le nombre de fois que sur n coups , l'événement 
a est arrivé ; la formule (o) donnera la probabilité que sa &cilité p 
supposée inconnue , sera comprise dans des limites données. En 
effet, si l'on nomme i ce nombre de fois, on aura , par ce qui pré- 

cède , la probabilité que la différence p sera comprise dans les 

limites =b '^^1 — h - ; par conséquent , on aura la probabilité 
que p sera compris dans les limites 

i T.\/âx7 z 



n ^^ n. y'n n 
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La fonction ^'^^:f^ étant de l'ordre -A= , on peut en négligeant 

n.yn Vn 

les quantités de Tordre - , y substituer i au lieu de ar, et /i — i au 
lieu de x^ ; les limites précédentes deviennent ainsi , en négligeant 
les teiines de Tordre - i 

n 
i _ T. j/a». (»— . 

et la probabilité que la Êicilité de l'événement a est contenue dans 
ces limites , est égale à 



=./ci^.c + ^ ;. , .' (o') 



On voit ainsi qu'à mesure que les événemens se multiplient, Tinter- 
Talle des limites se resserre de plus en plus y et la probabilité que 
la valeur de p tombe dans ces limites, approche de plus en plus de 
l'unité ou de la certitude. Cest ainsi que les événemens, en se déve- 
loppant, font connaître leurs probabilités respectives. 

On parvient directement à ces résultats , en considérant/? comme 
mie variable qui peut s'étendre depuis zéro jusqu'à Tunité , et en 
déterminant , d'après les événemens observés, la probabilité de ses 
diverses valeurs, comme on le verra lorsque nous traiterons de 
ia probabilité des causes , déduite des événemens observés. 

Si Ton a trois ou un plus grand nombre d'événemens a, b^c, etc., 
dont un seul doive arriver à chaque coup ; on aura, par ce qui pré- 
cède , la probabilité que dans un très-grand nombre n de coups , 
le rapport du nombre x de fois qu'un de ces événemens , a par 
exemple, arrivera, au nombre n, sera compris dans les limites 
pdbXyCL étant une très-petite fraction; et Ton Voit que dans le cas 
extrême du nombre n infini, Tintervalle a<x de ces limites peut être 
iiupposé nul , et la probabilité peut être supposée égale à la cer- 
titude , ensortc que les nombres des arrivées de chaque événement 
seront proportionnels à leurs facilités respectives. 

Quelquefois les événemens , au lieu de faire connaître directement 
les limites de la valeur de p ^ donnent celles d'une fonction de cette 
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iTûleur ; alors on en eonclut les limites de jp, par la Tésolutiôn des 
équations. Pour en donner un exemple fort simple , considérons 
deux joueurs ^ et 5, dont les adresses respectives soient/? et 
1 — p^ et jouant ensemble à cette condition , que la partie soit 
gagnée par celui des deux joueurs qui, sur trois coups , aua:*a vaincu 
/deux fois son adversaire , ie troisième coup n'étant pas joué , 
comme inutile , lorsque l'un des joueurs a vaincu dans les deux 
premiers coups. 

La probabilité de A pour gagner la partie , est la somme des 
deux premiers termes du binôme [/>+( i — /?)]'; elle est par con- 
séquent égale hk p^ + 3/?*. (i — p). Soit P cette fonction ; en élevant 
le binôme P-f-(i — P) à la puissance 7^, on aura, par l'analyse 
précédente, la probabilité que sur le nombre n de parties, le nombre 
des parties gagnées par^^ sera compris dans des limites données. H 
.«ufiît pour cela de changer p en P dans la formule (o). 

Si l'on nomme / le nombre des parties gagnées par A , la for- 
mule (o') donnera la probabilité que P sera compris dans le» 
limites 

i T. i/at..(n— 



» • n.\/n 

Smt âj&àcp' la racine réelle et positive de l'équation 

^n désignant par p^zpj'p les limites de /?, les limites correspon- 

«dantcs de P seront à très-peu près Zp'^ — 2p'^=T=^'*(^— pO-^Pî 
en égalant ces limites aux précédentes , on aura 

ainsi la formule (o') donnera la probabilité que p «era compris dans 
les limites 

Le nombre n des parties ne détermine pas le nombre des coups , 
^ uisqu'il peut y avoir des parties de deux coups , et d'autres de 
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trois coups. On aura la probabilité que le nombre des parties de 
deux coups , sera compris dans des limites données , en observant 
que la probabilité d'une partie à deux coups, est;?'4-(i — /?)•; 
désignons cette fonction par P'. En élevant le binôme P' +(i — -P') 
à la puissance n , la formule (o) donnera la probabilité que le nombre 
des parties de deux coups sera compris dans les limites /iP^ db /; 
or le nombre des parties de deux coups étant nP' db / , le nombre 
des parties à trois coups sera n(i — P')zpl; le nombre total des 
coups sera donc 5n — nP'zp l ; la formule (o) donnera donc la probar 
bilité que le nombre des coups sera compris dans les limites 

17. Considérons une urne -^ renfermant un très-grand nombre 
n de boules blanches et noires , et supposons qu'à chaque tirage , 
on tire une boule de l'urne , et qu'on la remplace par une boule 
noire. On demande la probabilité qu'après r tirages, le nombre des 
boules blanches sera x. 

Nommons^i,, cette probabilité. Après un nouveau tirage, elle devient 
ys.r^x . Mais pour qu'il y ait jt boules blanches après r-f-i tirages , il &ut 
qu'il y ait ou x+\ boules blanches après le tirage r, et que le tirage sui- 
vant Êisse sortir une boule blanche, ou jc boules blanches après le ti* 
rage r, et que le tirage suivant fesse sortir une boule noire. La proba- 
bilité qu'il y aura x-f-i boules blanches après r tirages , est j^,^»^, , et 
la probabilité qu'alors le tirage suivant fera sortir une boule blanche , 

est ^^ ; la probabflitéde Tévénement composéest donc . ^"^' .j^^^,,* 

c'est la première partie de j^,,,^,. La probabilité qu'il y aura xboules 
blanches après le tirage r , est y^^, ; et la probabilité qu'alors il sor- 
tira une boule noire , est ^""^ , parce que le nombre des boules 
noires de l'urne est /i — a: j la probabilité de l'événement composé 

est donc ^^^ .js.Vy c'est la seconde partie de ym.'f^x- Ainsi 
l'on a 

_ ce -r» T H M X 

Si Ton fait 
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cette équation devient 

n étant supposé un très-grand nombre , on peut réduire en séries 
convergentes jr , > «t J^ , , } on aura donc, en négligeant les 

carrés et les puissances supérieures de ^ » 

Tintégrale de cette équation aux différences partielles est 

f(x'.d') étant une fonction arbitraire de x'.c^, qtfil Ëtutdétemri' 
nerpar la valeur dej^^,,. 

Supposons que Turne J ait été remplie de cette manière. On 
projette un prisme droit dont la base étant un polygone régulier 
àep + q côtés , est assez étroite pour que le prisme ne retombe 
jamais sur elle. Sur les p + g faces latérales , p sont blanches et 
g sont noires , et Ton met dans Furne ji , à chaque projection , une 
boule de la couleur de la fece sur laquelle le prisme retombe. 
Après n projections , le nombre des boules blanches sera à fort 

peu t>rès , par le n* précédent , -^^ , et la probabilité qu'il sera 

JLL. + / , est , par le même numéro , 
p + 9 ' ' *^ 

\/anpq.v 

SiPonfeit 

P+9^ ' flP9 ^ 

cette fonction deyient s 



l/jrn* 






partant 
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«c'e^ la yalair de j', ,,, ou de^^, ,; mais la râleur précédente de. 

on a donc 

y iiTT 

r 

La Tfideur de xla plus probable est ccUè qui rend nul ap.c''~'-^# 
et par conséquent elle est égde à 



d'où Ton tire 



r 



]a jprobabilitc que la valeur de x Bera contenue dons les Hnâtes 



est 



r 



id L — iV* 



ridi 



l'intégrale étint prise depuis /a = o. 

Cherchons maintenant la valeur moyenne du nombre des boules 
blanches contenues dans l'urne ^, après r tirages. Cette valeur est 
la sonune de tous les nombres possibles de boules blanches, mul* 
tipliéspar leurs probabilités respectives j elle est donc égale à 
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^intégrale étant prise depuis /a = o jusqu'à ft = oc. Cette valeur 4 
est ainsi ^ ^ ' 

^P 



par conséquent , elle est la même que la valeur de x la plus 
probable, 

Considérons maintenant deux urnes j4 et B renfermant chacune 
le nombre n de boules , et supposons que dans le nombre total 
^n des boules , il y en ait autant de blanches que de noires. Conce- 
vons que Ton tire en même tems , une boule , de chaque urne , et 
qu'ensuite on mette dans une urne , la boule extraite de Tautre- 
Supposons que Ton répète cette opération , un nombre quelconque 
r de fois , en agitant à chaque fois les urnes, pour en bien mêler les 
boules; et cherchons la probabilité qu'après oe nombre a- d'opéra- 
tions, il y aura x boules blanches dans l'urne ^. 

Soit z,^, cette probabilité. Le nombre des combinaisons possibles 
dans r opérations , est /?•'; car à chaque opération, les n boules de 
l'urne Jf peuvent se combiner avec chacune des /i boules de l'urne 
iB, ce qui produit /i* combinaisons; ^^.z^r est donc le nombre des 
combinaisons dans lesquelles il peut y avoir x boules blanches dans 
l'urne -^ après ces opérations. Maintenant, il peut arriver que l'opé- 
ration (r+ ly*"' fasse sortir une boule blanche de l'urne -^, et y 
fasse rentrer une boule blanche ; le nombre de cas dans lesquels 
cela peut arriver, est le produit de n^.z^^çav le nombre x des 
boules blanches de l'arne -^, et par le nombre n — x des boules 
blanches qui doivent être alors dans l'urne J9, puisque le nombre 
total des boules blanches des deux urnes , est n. Dans tous ces cas^ 
il reste x boules blanches dans Pume ji ; le produit x . (n — x) . /î*^r,^r 
est donc une des parties de »*'"*'* . z,,,^^. 

Il peut arriver encore que l'opération (rH-i)*'"' lasse sortir et 
rentrer dans l'urne ^ , une boule noire , ce qui conserve dans cette 
urne, x boules blanches. Ainsi n — x étant après l'opération r*'% 
le nombre des boides noires de l'urne -^, et x étant celui des 
boules noires de l'urne jB,(7i— «).ar./i*'.jz:,, est encore une partie 



de n- - . z 



sr-f-A 



£'il y a *— 1 boules blanches dans l'urne ^ après l'opération r'*"', 
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et que l'opération suivante en fasse sortir une boule noire , et y 
fesse rentrer une boule blanche ; il y aura x boules blanches dans 
l'urne J après l'opération (H-i)'*"' ; le nombre des cas dans lesquels 
cela peut arriver, est le produit de /i*'.r_,,,par le nombre /i — x^x 
des boules noires de Fume J après le tirage r^', et par le nombre 
n — x + i des boules blanches de l'urne 5, après la mêpae opé-r 
ration; (/»— x+i)*.7i*'.2:,_i,, est donc encore une partie d^ 






Enfin, s'il y a «-4- 1 boules blanches dans l'urne J après l'opér 
ration r*~, et que l'opération suivante en fesse sortir une boul^ 
blanche , et y fesse rentrer une boule noire; il y aura encore, aprè* 
cette dernière opération, a: boules blanches dans l'urne. Le nombre 
des cas dans lesquels cela peut arriver, est le produit de n^.z^^t^; 
par le nombre a? + 1 des boules blandies de l'urne ^ , et par le 
nombre x'^i des boules noires de l'urne B après l'opération r'^j 
(jc-f-i)*.n*'rZrH.i,, est donc encore une partie de /i'^*.r,,r4.i- 

En réunissant toutes ces parties, et en égalant leur sonmie à 
n'','*'*.i,,,^., on aura Téquation aux diflerences finies partielles^ 

Quoique cette équation soit aux difiërences du second ordre par 
rapport à la variable^?, cependant son intégrale ne renferme qu'une 
fonction arbitraire qui dépend de la probabilité des diverses valeurs 
d<| X dans,\'état initial de l'urne J. En effet, il est visible que si 
l'on connaît les valeurs de z,,« correspondantes à toutes les valeurs 
de ar, depuis xz=o jusqu'à ar=: «; l'équation précédente donnera 
toutes les valeurs de z,^, , z^^^^j etc* , en observant que les valeurs 
négatives de x étant impossibles , z^^r est nul lorsque x est négatif. 

Si n est un très-grand nombre, cette équation se trsMOisforme dans 
pne équation aux différences partielles que l'on obtient ainsi On à 
pIqts à très-peu près , 

Soit 
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Soit 

l'cquation précédente aux différences finies partielles deviendra , en 
négligeant les termes de Tordre \, 



© = .r+ .^.(f ) + (^ 



Pour intégrer cette équation qui , comme on peut s'en assurer par 
la méthode que j'ai donnée pour cet objet , dans les Mémoires de 
FAcadémie des Sciences, de l'année 1 773 , n'est intégrable en termes 
finis , qu'au moyen d'intégrales définies ; êôsods 

p étant fonction de t et de /. On aura 






Féquation aux dififêrentielles partielles en Uj devient ainsi 

* 

fin égalant entre eux les termes sectes du signe/, on aura récfua* 
ôon aux différentielles partielles , 

Le terme hors du signe /, égalé à zéro , donnera pour l'équation 
aux limites de l'intégrale , , 

L'intégrale de l'équation précédente aux différentielles partielles de 
ç, est 

57 
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^)/ (^ étant une fonction arbitraire de ^ -, on a donc 

£.=/*. -'"+5 '■. + ^> 
Soit 

Fexpression de U prendra cette forme , 



Ussc 



•'*\/A.o--\r(i=^); (A) 



Il est &cile de yoir que Péquation précédente, aux limites de Vu 
grale, exige que les lûiiites de Timégrale rdi^ve à s^ sment piisea 

depuis *s= — 00 jusqu'à szsxoo. En {M*enant le radical y/ — i , avec 
le signe **- , on aurait pour 1/ une expression de cette forme ^ 



.- . f f 



v Kcsc ^ufds.e •Ilf^ — ^;^ — ^V 

Jfi fonction arbilrake n (s) ^ovmdfA être différente de T{s). La somme 
de ces deux expressions de U sera sa valeur complette. Mais il est 
fiycile de s'assurer .qi;e les intégrales étant prises depuis ^=—-00 
jusqu'à ssszGOj l'addiUon de cette nouvelle expression de U n'^ 
joute rien à la généralité de la jpremière , dans laquelle elle est 
comprise. ; . • • - 

; I)éyeloppans maintenant le second membre d^ l'équation (A)^ 

suivant les puissances de ^, et considérons un des termes de c% 
développement , tel que 



^œ. terme devient y ^rès les intégrations ^ 

i* • V'^*—^ — 

^L i.a ^ i.a.3.4 i.a.3.4.5.6 rew;-J- 

Considérons encore un terme de ce développement y relatif aux 
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puissances impaires de ^ , tel qpste 



L^^.{/ZZ{,c-h* 



«i-»-f 



-^pj^ .fds.c .(t— ;aV~I) 

Ce terme devient , après les intégrations , 

ir^cï^^^?' L^— TXT + 1.2.3.4.5 — ^*^ j 

On aura donc ainsi l'expression générale de la probabilité Uj dé- 
veloppée dans une série ordonnée suivant les puissances de ^ , 

série qui devient trés-convergente , lorsque r^ est un nombre coxt- 

sidârable. Cette expression doit être telle, cpitfUdxovL^.ft7dfjL.\/n 
soit égale à l'unité, les intégrales étant étendues à toutes le? y^ 
leurs de X et de ft, , c'est-à-dire depuis x nul jusqu'à jc = /? , et depuis 

fAz=Z'^ \^n jusqu'à /t = \/n^j car il est certain que l'une des valeurs 
de X devant avoir lieu, la somme des probabilités de toutes çqs 
valeurs doit être égalte à PteMté. Eù^^rétiant fîûtégfe(tey&Hfk\c^dfaï» 
lès limites de fc, on a le tnéine résukat à ttês-peil firès , qu'en k 
prenant depuis fi =-— 00 juâipi'à /t =^ do : la difl^reiltce'li'est que dé 

l'ordre -r~ : et vu l'extrême rapidité avec laquelle c"^ dûninue a 

yn 

mesure. que n augmente , on voit que cette différence est insensible 
lorsque n est un grand nombre. Ceforposé) considérons dMB llntégi^ 

i./Udfi.^^ le terme r . 



• : > ' I • î .- 



i.5.5...,(at^0.igCO.V>^ ' 



£n étendant l'intégrale depuia /bC3s-«^«o jusqu'à fCd»oo, ce t^me 
devient 



Of . C^*" *L ^^ »«a 1.2.3 **" *J 

J^fecteura— *4-^-~~^-^ etc. est égal à (i~i)'j il est donc nul, 
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excepté dans le cas de î=so, où il se réduit à Punité. Il est visible 
que les termes de Fexpression de Ï7qui renferment des puissance 

impaires de fi , doimen t un résultat nul dans l'intégrale j ^fUdfJL . v//i , 
étendue depuis ;i. = — oo jusqu'à )x s= oo ; car ces termes ont pour 

facteur c""'* , et Ton a généralement dans ces limites , 



7?*^*^ .dfi.c~^ =so. 

11 n'y à donc que le premier terme de l'expression de Uj terme 

que nous représenterons par JBr.c~'^,qur puisse donner un ré- 
sultat dans l'intégrale jJ'Ud/A. V^, et ce résultat est i. -ST. V^i 
on a donc 

par conséquent, 

* ■ 

L'expression générale de 27 a ainsi la forme suivante , 

:(^'>, Q^*>, etc., L^*\ lÀ'^y etc. étant des constantes indéterminées qui 
dépendent de la valeur initiale' de U. 

Supposons que Ï7 devienne X lorsque r est nul, X étant unîi 
fonction donnée de /x. On a généralement ces deux théorèmes, 



loraque g est moindre que i-, Ui et 27/ étant des foncticms de /i», 

par lesquelles ''^^— ^ et ^— '^,,!1,^ sont multipliés dans Fex- 
pression de Z7. Pour démontrer ces théorèmes, nous observerons 



••.^ i 



*que , par ce <ïui çrecède , ^ .-^ — est ^èd à ' 

il Ëiut donc faire yoir que l'on a 

,Ièd intégrales étant prises depuis ^t et s ^aux à — oo jusqu'à /t 
et 8 égaux à +00. £n intégrant d'abord par rapport à /t, ce 
terme devient 



(^-0 /v;-M-. ^.. ^. .— ^'— ^ 



+ i Jfl^^'^ .diA.ds. c~^*~** . (jjt^sy/^^y^\ 



En continuant d'intégrer ainsi par parties relativement à jx , on par- 
vient enfin à des termes delafpnoe . 

e n'étant pas zéro , et par ce qui précède , ces tenues sont nuls. 
On prouvera de la même manière , que l'on a 

o=2.®.y/***+'.d^.t^.c"*^'. " 

• 1 1 ' f î I . V 

De là il suit que Ton a généralçment 

i et frétant des nombres diflférèns. Car si ,' par exemple, i' est plus 
grand que f, toutes les puissances de fiàam Z/i^ sont moindres que a/'; 
chacun des termes de Z7j donnera donc , par ce qui précède, un ré- 

sultat nul dans rintégrale/{7|. Uy.dfA.c^ . Le màne raisonnement 

a lieu pour Tintégrale /Ul .Ulf.d/i. c^^ . 

à 

Mais ces intégrales ae sont pas nulles, lorsque izszi\ On les 
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obtiendra dans ce cas , de cette manière. Qnà , par ce <fn précèdei 



■p^wi"ii"— ■— "^—i** 



1 .3.5. . .(ai— i). \/i 

Le terme qui a pour facteur /a^ dans cette expression , est 

i.3.5...(at — i) * 



or , on prat ne considérer que ce twme dans le premier fitcteur I7« 

de rintégrale ftJi. Ui.dfx.c^ ; car les puissances inférieures de pt^ 
dans ce Êicteujr , donnent un résultat nul dans l'intégrale. On a 
donc 

JVi.Ui.dfi.c^ 

On a; en intégrant par rapport à. /it^ â^nfxm fi,zzz^^oo ynufoik 

ai — » 



Le premier teraie ^xk second membre de cette équation est nul 
par ce qui précède ; ce membre se réduit donc à son second terme. 
On trouve de la même manière , que Ton a 



et ainsi de suite i <in ^donc 
par conséquent 
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un troarera de la même mamère, 

■^'•^'•^'^^ '=5- i.g.5>..(«+0 ' 
On a éyidemment , 

dans le caa même où i H i' sont égaux, parce que le produit 
Ui . U^ ne contient que des puissances impaires de /jl. Cela 

posé. 

L'expression générale de U donne pour sa valeur initiale , que 
nous ayons désignée par X, 

Si Ton multiplie cette équation par Ut^d/iyet si Fon prend les in- 
tégrales depuis )Et = — 00 jusqu'à fi=ao, on aura, en yertu des 
théorèmes précédens , 



a — • 



y IVTt 



d'où l'on tire 






■ « ' 



on trouvera de la même manière , 

On aura donc ainsi les valeurs successives de Q^^\ Q<»^, etc. j 
/^(o)^ Z,ci)^ etc. , au moyen dïntégrales définies , lorsque Xou la valeur 
initiale de U sera donnée. 

Dans le cas où X est é^ à —^,c^ , rexpreseion générale 
de U prend une forme trè» - simj^e. Alor^ )a fonction arbitrair* 



1^6 THÉORIE ANAlrriQUE 



T C—^ — ^) de la formule. (A) eatde la forme t.c 

* • - 
Pour déterminer les constantes ^ et A:, nous observerons qu'en 

supposant 
on aura 



-T^ „. .-<'^>(- "-^y 



En Êdsant ensuite 

C, fil/— 1 



v'h:<^'-(--Ht7^)=''' 



et observant que rûH^arale rebtiye à s devant être prise depuis 
• = — 90 jusqu'à « =s bo , llnt^a^e lelatiye à a' doit être prise 
dans les mêmes limites y ou aura 



En comparant cett^ ej^rassion à la valeur initiale de U ^ qui est 

rr ai —ffi^ 

{/m * 

et observant que ^ est la valeur initiale de f ', on aura 



,*ft 



d'où Ton tire 

On doit avoir ensuite 



->*• 



ce qui donne 



*• V^ 



a 



valeur que Ton obtient encore ^par la condition que j./U.d/i. V«ff=iï 

l'intégrale 
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riotégrale étant prise depuis ;Dt= — 00 jusqu'à fizzzoo ; on aura donc 
pour l'expression de U^ quel que soit /, 

V/nir.(i+C) 

On trouve en cfiFet, que cette valeur de 17, substituée dans l'équa- 
tion aux différentielles partielles en £7, j satisÊiit. 

C diminuant sans cesse quand r^ augmente , la valeur de U 
varie sans cesse, et devient à sa limite, lorsque / est infini ^ 



V 



nw 



Four donner une application de ces formules , ima^ons dans une 
urne (7, lin très^grand nonobre m de boutes mnchés , et un pareU 
nombre de boules noires. Ces boules ayant été mêlées, supposons 
que l'on tire de l'urne, n boules que Ton met dans Purne l^. Sup- 
posons ensuite que l'on mette dans l'urne £, autant de boules 
blanches , qu'il y a de boules noires dans l'urne ^ , et autant de 
boules noires , qu'il y a de boules blanches dans la même urne. II 
est clair que le nombre des cas dans lesquels^ il 7 aura x boules 
blanches , et par conséquent n — x boules noires dans l'urne j4 , 
est égal au produit du nombre des combinaisons des m boules 
blanches de l'urne C , prises x à a: , par le nombre des combinai- 
sons des m boules noires de la même* anale ^rprisea U'-^x k n-^x. 
Ce produit est, par le n* 3 , égal à 

m . (m-^i ) . (m — a) . . . {m—x-^x ) m.(y»— i).(m — a). . .(m— >n+j+i ) 
i.a.3...x i.fl.3.. .(n^— x) * 

OU à 

i.a.3. . .x.i.a.3. ..(/i— x).i.fl.3. . .(m — ^x).i.ft.3. • . (m— ii-f-a?)* 

Le nombre de tous les cas possibles est le nombre des combi-- 
naisons des 2m boules de l'urne C, prises n k n^ ce nombre est 

1 .a. 3. • .am 



i.a.3.../i.i.a.3. ..(am — n) ' 

iction précédente par celle 
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probab3ité de ir , t>u pour la yalenr initiale de 27 , 

i.â.3...x. i.a.3..«(7nF— r).i.,a.3...(ii— ar).i .a. 3. ..(m — ^n+a:)Ti.a.3. . .a/i» 

Maintenant , si Ton observe que l'on a à très-peu près , lorsque 
$ e^t un grand nombre , 



on trouvera Ëtcflenient après toutes les réductions, en fidsant 

*— 3 • 

et en négligeant les quantités de Tordre -, qui ne sont pas muiti* 
pliées par /a% 



en Élisant donc 



i/riTr V a/n — n* ^ 






a/îi— n' 

on aura 



/ 



nsr 



Si le nombre m est infini , alors i* = i , et la râleur initiale de 

U est 

Sa valeur , après un nombre quelconque de tirages , est 

€/ SSS I I y ,C 



VnxXi+c ") 



Le cas de m infini revient à celui dans lequel les urnes j4 et B 
seraient remplies , en projetant n fois une pièce qui amènerait in- 
différemment croix ou pile y et mettant dans l'cume AiMùe bcuak 
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Manche, chaque fois que croix arriverait, et une boule noire, chaque 
fois que pile arriverait ; et faisant l'inverse pour l'urne B. Car il est 
visible que la probabilité de tirer une boule blanche de l'urne C, est 
alors iy comme celle d'amener croix ou pile. 

En prenant l'intégrale /î/dr, ou j/Ud/i. y/n, depuis )x= — a 
jusqu'à fi:=^a^ on aura la probabilité que le nombre des boules 

blanches de l'urne J^ sera compris dans les limites rb a. \/n. 

On peut généraliser le résultat précédent, en supposant l'urne -^ 
remplie comme au commencement de ce numéro , par la projection 
d'un prisme de /?-!- ^r faces latérales , dont p sont blanches et g sont 
noires. On a vu qu'alors si Pon lait 






apq 

on a à l'origine , ou lorsque r est nul , 

Supposons petq très-peu difiërens, ensorte que l'on ait 



on aura 



i» 



n 



OU à très-peu près £■ = a ; donc 



En disant donc 



on aura 






-2 Cx-=-.£i^Y 

. /. n \ a a / 
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Supposons maintenaDt qu'après un nombre quelconque de tifages , 
on ait 

g et « étant des fonctions de /. Si l'on substitue cette valeur 
dans l'équation aux différences partielles en 27 , on aura 

= 4.(€-i).[i-2:^Ç^*]-8«.(;*-«)î 
d'où l'on tire les deux équations suivantes , 






^' (37) =-'^^- 



En les intégrant , et observant qu'à Torigine de /, ot= a et f =a , 
on aura 

ce qui donne 

Cherchons maintenant la valeur moyenne du nombre des boules 
blanches contenues dans l'urne A , après r tirages. Cette valeur est 
la somme des produits des divers nombres des boules blanches , 
multipliées par leurs probabilités respectives j elle est donc égale 
à l'intégrale 

prise depuis ft=-^ oo jusqu'à /a = oo. En substituant pour C^sa valeur 
donnée par la formule (A) , on aura , en vertu des théorèmes pré- 
cédens , pour cette intégrale , 

ar 

A l'origine où r est nul, cette valeur est î /i -f-^ Zi^*> j ainsi Ton aura 
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'ïf^^ au moyen du nombre des boules blanches que Tarne A con- 
tient à cette origine. 

On peut obtenir fort simplement de la manière suivante, la valeur 
moyenne du nombre des boules blanches, après r tirages. Imaginons 
que chaque boule blanche ait une valeur que nous représente- 
rons par l'unité , les boules noires étant supposées n'avoir aucune 
valeur. Il est clair que le prix de Furnc A sera la somme des produits 
de tous les nombres possibles de boules blanches qui peuvent exister 
dans Fume , multipliés par leurs probabilités respectives ; ce prix 
est donc ce que nous avons nommé valeur moyenne du nombre des 
boules blanches. Nommons-le z , après le tirage r""'. Au tirage sui- 
vant , s'il sort une boule blanche , ce prix diminue d'une unité j or 
si l'on suppose que x est le nombre des boules blanches contenues 
dans l'urne après le tirage r*""', la probabilité d'en extraire une boule 

blanche sera - ; en nommant donc U la probabilité de cette suppo- 
sition, l'intégrale j ^ ^ ^ étendue depuis j: = o jusqu'à ^ = 7r, 
sera la diminution de z , résultante de la probabilité d'extraire une 
boule blanche , de l'iUTie. Si l'on Êiit , comme ci-dessus , - = r', 

et si l'on désigne la fraction très-petite - par c?/, cette diminution 

sera égale à zrf/j car z est égal à fUxdx^ somme des produits des 
nombres des boules blanches , par leurs probabilités respectives. 
Le prix de l'urne A s'accroît ^ si l'on extrait imelk)ule blanche de 
l'urne jff , pour la mettre dans l'urne A\ or , a; étant supposé le 
nombre des boules blanches de l'urne A^n — x sera celui des 
boules blanches de Fume J9 , et la probabilité d'extraire une boule 

blanche de cette dernière urne , sera j en multipUant cette 

U.—i^.dXf 

prise depuis x nul jusqu'à .r = /^, sera l'accroissement de z. 
/U. {n — x) . dx est le prix de l'urne B ; en nommant donc z' ce prix, 
zdr^ sera l'accroissement de je : on aura donc 

dz =: z'c?/ — zdr'. 

la somme des prix des deux urnes est évidemment égale à n , 
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iioiiibre de» boulet bla&ches qu'elles contiennent, ce qtd donné 
z'=:n — z ; substituant cette valeur de z' dans l'équation précé* 
dente , elle devient 

dz =:(;i — 2z).dr^ ; 

d'où l'on tire en intégrant , 

L^*^ étant une constante arbitraire j ce qui est conforme à ce qoi 
précède. 

On peut étendre toute cette analyse , au cas d'un nombre quel- 
conque d'urnes : nous nous bornerons ici à chercher la valeur 
moyenne du nombre des boules blanches que chaque urne contient 
après r tirages. 

Considérons un nombre e d^lme8 , disposées circulairement , et 
renfermant chacune le nombre n de boules y les unes blanches , 
et les autres noires; n étant supposé un très-grand nombre. Suppo- 
sons qu'après r tirages , r., z,, r^ , . . .js:^_, soient les prix respect 
des diverses urnes. Chaque tirage consiste à extraire en même 
tems , une boule de chaque urne , et à la mettre dans la suivante , 
en partant de l'une d'elles dans un ^ns déterminé. Si l'on Êdt 

- = / et - = rf/ ; on aura, par le raisonnement que nous venons 
de &ire relativfpient à deux urnes , 

Cette équation a lieu depuis 1 = 1 jusqu'à î = 0— 1. Dans le cas 
de i = e,ona 

dz. = ( z,^, — z.) . dr^ 3 

en intégrant ces équations , et supposant qu'à l'origine les prix res- 
pectife de chaque urne , ou les nombres des boules blanches qu'elles 
contiennent, soient 

On parvient à ce résultat qui a lieu depuis. 1 s o jusqu'à isse*-^!» 
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I 

A«.COSf ''^ar j 



+ A^-i .C08 f ---i — j^^ arj 

le signe S s'étendant à toutes les valeurs de s y depuis * = i jus- 
qu'à * = ô , et a étant égal à sin — . Le terme de cette expres- 
sion correspondant à sssse^ est indépendant de /, et égal à 
- -(Ao+A,. . . .-(-X,_,); c'est-à-dire, à la somme entière des boules 

blanches des urnes , divisée par leur nombre. Ce terme est la 
limite de Pexpression de Zi] d'où il suit qu'après im nombre infini 
de tirages , les prix de chaque urne sont égaux entre eux. 
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CHAPITRE IV. 

De la prohabilité des erreurs des résultats moyens â^un 
grand nombre d^ observations , et des résultats moyens les 
plus avantageux. 

18. VJON SIDÉRONS maintenant les résultats moyens d'un grand 
nombre d'observations, dont on connaît la loi de facilité des erreurs* 
Supposons d'abord que pour chaque observation , les erreurs 
puissent être également 

— 71, — -n-f»!, — n+a,...— 1, o, i,...7i-— s, w— 1 , n. 
La probabilité de chaque erreur sera j^xj- Si Ton nonune s , le 



^— w V^—i . ^-^/i — i)»1/I::î_^^— (n — a)»V/— ï 



nombre des observations , le coefficient de c^ *^^ ' dans le déve- 
loppement du polynôme 

C ■ I" 1 ■ I ' C • • • • "T" C J 

sera le nombre des combinaisons dans lesquelles b sonmie des 

erreurs est /. Ce coefficient est celui qui est indépendant de c^ ^^ 
et de ses puissances , dans le développement du même polynôme 

multiplié par c *^""' , on aura donc pour l'expression de ce 
coefficient , 

^dnar.(cosl^ — V^ — 1 • sial^) . (i+a cos^z^^-a cosa9...4-a cos/iap')', 

l'intégrale étant prise depuis «z^so jusqu'à ^= -tt. 
On a vu dans le n* 36 du premier Livre , que cette intégrale est 



• V, 
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le nombre total des combinaisons des erreurs est (d/i+iy; en 
divisant la quantité précédente par celle-ci, on aura 

.- Li 

y 5 n(ïi+i)* 



pour la probabilité que la sonmie des erreurs des s observations 
sera /. 

Si Ton fait 

la probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans lei^ 
limites + ar. v/^^S+Sf et ^^T.y/^^^f^ sera égale à. o 

■zz.JatêC j 



Pintégrale étant prise depuis te=o jusqu'à /= T. Cette expression 
a lieu encore dans le cas de n infini. Alors en nommant aa Tinter* 
valle compris entre les Ihnites des erreurs de chaque observation , 

on aura /» = a, et les limites précédentes deviendront =fc — ' \^ : 

ainsi la probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans 
les limites dbar. \^ est 






c'est aussi la probabilité que Terreur moyenne sera comprise dans 



ar 



les limites =*= -7^ ; c^ on a Terreur moyenne , en divisant par s 

la sonmie des erreurs. 

La probabilité que la sonune des inclinaisons des orbites de b 
comètes, sera comprise dans des limites données, en supposant toutes 
les inclinaisons également possibles, depuis zéro jusqu'à Tangle drcHt, 
est évidemment la mênîe que la probabilité précédente ; TintervaUe 
%a des limites des erreurs de chaque observation est^ dans ce cas ^ 

39 
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fintemJIe ? des limites de» indmaisons possibles; alors' la prtv- 
babilité que la somme des inclinaisons doit être comprise dans les 

limites =b ^'^Y^ est 2 . y -^sfdr.c * j ce qui s'accorde avec ce 

que Ton a trouvé dans le n* i5. 

^ Supposons généralement que la probabilité de t^Iiaque erreivr 

positive ou négative , soit exprimée par ^ (j\ , x et /i étant des 
nombres infinis. Alors , dans la fonction 

I -f- a cos <2r + a cos sMr-f- s ôos 5tr • . •+ a cos /i^ , 

chaque term^^ tel que % cas awr , doit être multiplié par ? 0) ; 



or. on a 



^^b' 



aç(^.cosjwr5»a^r^^ — ji.^(^y ;»•<»••+ etc. 



En Ëdsant donc 



1^ fonction 



> Q-H 4<P^1^0.c68-!r 4-'^ 0).oo8aw.. . .H-a(pt(0.-cos jwr i 



devient 



a;ï.yî&'.(p (a:') —/«*'»•' .A'*^'-^lV)+ etc. j , 



'! .V.. 



les intégrales devant être étendues depuis x^=o jusqu'à ar'=i. 
Soit alors 



» i»- 



. Ar=àyar'.^(jfO, A"5=A'*<fc'.f (a^, etc. 

» • 

La série précédente devient 



ni^fi -~ j . /*■*«* ■rf-'etc-}' 



MaintciiMffit la probabilité que la M^xoaiei 4es efrenn «desifffoba»^ 
ifAtîons sera cotnprise dans les limites dt /, est, comme il Mt 
finie de Vtn asswer pw les raisoimemens préoédens , 
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l'intégrale étant prise depuis v nul jusqu'à «zr = ^ ; cette probabilité 
est donc 

V 

' a.^-^:^.j7î*»'*^-costo/i — ^•/iMr*i^étc.Y. (u) 

Supposons 

(i — ■g-./»*'zr'— etc.) = c~ j 

en prenant les logaritluùes hyperboliques î on aura à très-peu près ^ 
lorsque s est un grand nombre ^ 

A' 

Sm'T' mTi Vr mmm* L^ 

•ee qui donne 

« /T ■ 

n \ krs 

Si Ton observe ensuite que nk ou a./dx.^ (^ exprimant la pro- 
babilité que l'erreur d'une obseryatîon est comprise dans les limites 
dtuy cette quantité doit être égale à l'unité ; la fonction (11) 
deyiendra 



• :^ 



rintégrak relative à / devant être prise depuis ^ auJI josqu'à 

t=ic.n. y-r 1 oa jusqùà (=s oo , n étant supposé îtiiDi; or on tt, 
par le n* a5 du premier Livre , 



^ k 



en faisant donc 



^-<'V¥ 



J 
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car dans cet intervalle , l'intégrale fdm . c^^^ ^"^ , ou 



f d^ar. {cos mar—*\/ — i^sinr^) > 

disparaît , quel que soit r , pourvu qu'il ne soit pas nul. 
On a , en développant par rapport aux puissances de <ar y 

, — etc. J 

En faisant donc 

- = a:' , - s=: d or, 

/x'Va:'.(p (a:') = A''", fx'^dx^p {J) = A*% etc. , 

les intégrales étant prises depuis a/ nul jusqu'à ji/ = i ; le second 
membre de l'équation (i) devient 

1-H -j^. n* V — 1 — -T-.7i'4r*— etc. j — fismf \ — i. 

Terreur de chaque observation devant tomber nécessairement 
dans les limites =h /» , on a nA: = i j la quantité précédente devient 
amsi 






8 






ien fiôsant donc 

n~ k ' 



et négligeant les puissances de ^ supérieures au carré , cette quan^ 
tijté se réduit à son second terme, et la probabilité précédente 
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<levieDt ' 

, —^ V—i— ■ j; — - .s.n'm' 

8oit 

llntégrale précédente devient 

l c 4 \, an\/~s J 

Cette intégrale doit être prise depuis ^ = — 00 jusqu'à /=ooj et 
alors la quantité précédente devient 



( 

r 



•=. c 



4 



En la multipliant par J/ ou par ndr, \/s , l'intégrale 

m 

^1—Kdr.c 4 

sera la probabilité que la valeur de / , et par conséquent , la 
eonune des erreurs des observatipns est comprise dans les limites 

ait' "- 

^ :aéàaar. \/s , xida étant les limites des erreurs de chaque obser* 

vation, limites que nous désignons parzhn , quand noua les conce^ 
vous partagées dans ime infinité de parties. 

On voit ainsi que la somme des erreurs, la plus probable, abs- 
traiDtion faite du ^igne , est celle qui répond à r=: o. Cette somme 

est ^.as. Dans le cas où ^{x) est constant, -^ = -^ la sonune 

des erreurs , la plus probable , est dcmc alors la moitié de la plus 
grande somme possible , somme qui est égale à sa. Mais si ^ {x) 
n'est pas constant et diminue à mesure que l'erreur x augmente , 

alora %- est moindre que i , et la somme des erreurs , abstraclioft 
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Ëdte du signe , est âu-dessous de la moitié de la plus grande somme 

possible. 

On peut, par la même analyse, déterminer la probabilité que la 
somme des carrés des erreurs , sera l + fis; il est facile de voir 
que cette probabilité a pour expression , l'intégrale 

prise depuis ^ = — ^, jusqu'à W5=^. En suivant exactement Tanar 
1 jse précédente , on aura 

et en Ëdsant 



la probabilité que la somme des carrés des erreurs des s observa-* 

k 



lions sera comprise dans les limites -r- -a'^zfcaV, \/7; sera 



La somme la plus probable est celle qui répond à r nul ; elle est 
donc -T-.a'.«. Si 6 est un très-grand nombre, le résultat des obser* 
vations s'écartera très-peu de cette valeur , et par conséquent il fera 
connaître à très-peu près le Êicteur ^-r- é 

ao. Lorsque l'on veut corriger un élément déjà connu à fort 
peu près , par l'ensemble d'un grand nombre d'observations , on 
forme des équations de condition de la manière suivante. Soit z 
la correction de l'élément , et € l'observation j l'expression analy- 
tique de celle-ci sera une fonction de l'élément En y substituant, 
au lieu de l'élément , sa valeur approchée , plus la correction z ; 
en réduisant en série par rapport à z , et négligeant le carré de z; 

cette 
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cette fonction prendra la forme h^^pz, en l'égalant à la quantité 
observée € , on aura 

Czsh + pz'y 

« serait donc déterminé , si Tobservation était rigoureuse ; mais 
comme elle est susceptible d'erreur , en nommant € cette erreur , 
on a exactement, aux quantités près de Tordre z\ 

et en Ëdsant S— -As; et, ona 

Chaque observation fournit une équation semblable , que l'on peut 
représenter pour l'observation (i4-i)"% par celle-ci 

En réunissant toutes ces équations , on a 

S.^^ = z.S.p^'>'—S.cL^^, (i) 

le sîgne 5 se rapportant à toutes les valeurs de ï , depuis i = o 
jusqu'à / = 5 — 1,^ étant le nombre total des observations. En 
supposant nulle la sonune des erreurs , cette équation donne 

c'est ce que Ton nomme ordinairement , résultat m&yen des obser- 
vations* 

On a vu dans le n* 18, que la probabilité que la somme 
des erreurs des s observations sera comprise dans les limites 

ar.y/s^ est 

ÏT 






Nommons -àzu l'erreur du résultat z; en substituant dans l'équa- 

tion (1), d=an \/s au lieu de S.t% et j^rfc « au lieu de Zy 
elle dojxQe 

«• —— . ' * 

4o 
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la probabilité cpit lutteur du résidtat z> aéra comprise dans lee Hr 
mites db u est donc , 




.s.^o./i".; 



Au lieu de supposer nulle la somme des erreurs , on peut sitppo- 
ser nulle une fonction quelconque linéaire de ces erreurs , que 
nous représenterons ainsi , 

m , m^'\ m^'^, etc. étant des nombres entiers positifs ou négatifs. En 
sfubstituant dans cette fonction (m) , au lieu de €, i^'\ etc. , leurs 
valeurs données par les équations de condition , elle devient 

en égalant donc à zéro , la fonction (m) , on a 

Soit u l'erreur de ce résultat , ensorte que Ton ait 

la fonction (m) devient 

Déterminons la probabilité de Terreur u , lorsque les observations 
sont en grand nombre. 
Pour cela , considérons le produit 



îe signe / s'étendant à toutes les valeurs de x , depuis la valeur 
négative extrême de x, jusqu'à sa valeur positive extrême. 

ç (^ ^8t , comme dans les numéros précédens , la probabilité d'une 

erreur x , dans chaque observation ; x étant supposé , ainsi que a , 
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formé d^une inanité de parties prises pour imité. Il est clair que 

le coelïicient d'une expoqentielle quelconque c^ ^"^^ , dans le dé- 
Teloppement de ce produit y sera la probabilité que la somme des 
erreurs des observations, multipliées respectivement par w», m^'\ etc., 
c'est-à-dire, la fonction (m), sera égale à /j en multipliant donc le 

produit précédent par c"" ^^y'^\ le terme iad^endaot de c^ ^"^ 
et de ses puissances, dans ce nouveau produit , exprimera cette pro- 
babilité. Si l'on suppose, comme nous le ferons ici, la' probabilité 
des erreurs positives , la même que celle des erreurs négatives j 

on pourra, dans la somme f.(p(f).c^^ \ réunir les termes 
multipliés, l'un par c'^'' ^~\ et l'autre pajr c^ '^^^V-k^ ^i^rg eette 
somme prend la forme a/^ T- j . cos mx^. H en est de même de 

toutes les sommes semblables. De là il suit que la probabilité que la 
fonction {m) sera égale à / , est égale à 

fc"''''*^'"' X 2/?(f\cos7iia>®* .] 

^' [ X 2/(p(^).C03/i^^W...Xa/$(J)-cpsm<'-'^j:4r ) 

l'intégrale étant prise depuis w = — * tt jusqu'à m^==,ir. On a en 
réduisant les cosinus en séries , 

■ 

/^(f).cosmxw=/?)(f)— ^m•a^^.y'g.(p@ + etc. 

Si l'on fait - =0/, et si l'on observe que la variation de x étant 
l'unité , on a da^ = -: on aura 

Nommons , cpmme dans les numéros précédeoi; , k l'inté^afe 
fl/ito' . <p (^') 5 prise depuis x* nul jusqu'à sa valeur positive extrême j 
nommons pareillement k' l'intégrale fa^^da^y prise dans les mêmes 
limites, et ainsi de suite 3 nous aurons 

. COS mx^ =iak.[\ — T- . 7/i*a* 2?*-+- -j^ . /n V*»^— etc J. 



i 
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Le logaf ithme du second membre de cette équation est 

— -r . m^a*^*-^ -^^ . m^a^fsr^ — etc. +log ak ^ 

ak ou 2a .f(7x' . ^ {x^) exprime la probabilité que Terreur de chaque 
observation, sera comprise dons ses limites, ce qui est certain j on 
a donc a* = i ; ce qui réduit le logarithme précédent à 

— T . m^a*^^-^ 7T . m^a^^ — etc. 

De là il est aisé de conclure que le produit 

a/^r^Ycos mayo' X ■2/<p(£\.cosmS''^a:^.., X a/^f^Ycos 7n^r"*^x*«r, 
est 

fi4 u • a^^ar^. 5.7»^'^ -H etc. h c '* ; 



^./d^.{i + ^^\~J^''^ .a^^.S.m^^^^tc.} 



l'intégrale précédente (/) se réduit donc à 

Xc ^. 

En £dsant sa'tf* = f^ cette intégrale devient 

S.m^^y iS-m^*^^, etc. sont évidemment des quantités de Fordre ^j 
ainsi -^ — est de l'ordre - ; en négligeant donc les termes de ce 
dernier ordre , vis-à-vis de l'unité , la dernière intégrale se réduit à 



1 /•,. ay"! * 



aoîT. y"; 
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L'intégrale relative à «r devant être prise depuis «r= — tt jusqu'à 
«• = tt , l'intégrale relative à t doit être prise depuis t = — qtt. \/s 
jusqu'à / = a7r. v/I; et dans ces cas, l'exponentielle sous le signe/ 
est insensible à ces deux limites , soit parce que s est un grand 
nombre , soit parce que a est ici supposé divisé dans une infinité de 
parties prises pour unité ; on peut donc prendre l'intégrale depuis 
t=: — 00 jusqu'à ^ = oc. Faisons 

la fonction intégrale précédente devient 

kl' 

^k".a'.S.mW' ^, 

= ./dt'.C . 



Vt'^~ 



L'intégrale relative à ^ doit être prise, comme l'intégrale relative 
à f , depuis /'= — oo jusqu'à ^ = oo j ce qui réduit la quantité pré- 
cédente à celle-ci , 



- /F' 

Si l'on fait / = ar.\/^, et si l'on observe que la variation de /étant 
l'unité, l'on a adr=: i , on aura 

kl*, s 

z=i.jdr.c 



V"f-^' 






pour la probabilité que la fonction {m) sera comprise dans les limites 
zéro et ar.\/ly l'intégrale étant prise depuis r nul. 

Nous avons besoin ici de connaître la probabilité de l'en'enr u , 
de l'élément déterminé en faisant nulle la fonction {in). Cette fonc- 
tion étant supposée égale à / ou à ar.y^j on aura , par ce qui 
précède , 
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en substituant cette valeur dans la fonetion intégrale précédente ^ 
elle devient 

.fdu.c '^ , 

c'est l'expression de la probabilité que la valeur de u sera com- 
prise dans les limites zéro et u : c'est aussi l'expression de la pro- 
babilité que u sera compris dans les limites zéro et — u. Si l'on 
fait 



• V k • 5.7nC 






la probabilité précédente devient 



V 



c 



Maintenant la probabilité restant la même, t reste le même , et lia- 
tervalle des deux limites de 2^ , se resserre d'autant plus que 

« . 1/ ^ . ^ yy^'co^c ô ^^* P^^® petit. Cet intervalle restant le même , 

la valeur de ^ , et par conséquent la probabilité que l'erreur de 
l'élément tombe dans cet intervalle , est d'autant plus grande , que 

la même quantité a . y ^ . ^ '^ ^,^ est plus petite ; il Ésiut donc 

cboisir le système de Ëicteurs nP^ qui rend cette quantité un 
minimum; et comme a, A:, A" sont les mêmes dans tous ces 

systèmes , il faut choisir le système qui rend \ — -^^ ^^ minimum. 

On peut parvenir au même résultat , de cette manière. Repre- 
nons l'expression de la probabilité que u sera compris dans les 
limites zéro et u. Le coefficient de du dans la diâerentielle de cette 
expression , est l'ordonnée de la courbe des probabilités des erreurs 
u de l'élément , erreurs représentées par l'abscisse u de cette courbe, 
que l'on peut étendre à l'infini , de chaque coté de l'ordonnée qui 
répond à u nul. Cela posé, toute erreur, soit positive , soit néga- 
tive, doit être considérée comme un désavantage ou une perte 
réelle , à un jeu quelconque 3 or , par les priacipes de la théorie 
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des probabilités , exposés au commencemeDt do ce Livre y on éva- 
lue ce désavantage , en prenant la somme de tous les produits de 
chaque désavantage par sa probabilité; la valeur moyenne de 
Terreur à craindre en plus , est donc la somme des produits de 
chaque erreur par sa probabilité ; elle est par conséquent égale à 
l'intégrale 

^' V T""^' 






prise depuis u nul jusqu'à u infini ; ainsi cette erreur est 






Cette quantité prise avec le signe —, donne l'erreur moyenne à 
craindre en moins. Il est visible que le système des Êicteurs m^^ 
qu'il faut choisir, doit être tel que ces erreurs soient des minima^ei 

par conséquent tel que -^ — ^^ soit un minimum. 

Si Ton difierentie cette fonction par rapport à m^^j on aura 
en égalant sa différentielle à zéro , par la condition du minimum , 

Cette équation a lieu quel que soit i ; et comme la variation de i 

ne fait point changer la fraction o ^(i^r^o 5 ^^ nommant /t cette 
fraction , on aura 

m = fi.py m^'^c=:/i .p^'\ .... m^'-"^ = /t •/><'-•> j 

et l'on peut , quels que soient p , p^'\ etc. , prendre /t tel que les 
nombres m, m^'\ etc. soient d^ nombres entiers, comme l'analyse 
précédente le suppose. Alors on a 
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et rerreur moyenne à craindre devient 



V: 



1^ 



V^S^' 



c'est dans toutes les hypothèses que l'on peut faire sur les Ëicteurs' 
m j m^'\ etc. , la plus petite erreur moyenne possible. 

Si l'on fait les valeurs de m , m^'\ etc. égales à zfc i ; l'erreur 
moyenne à craindre sera plus petite lorsque le signe =i= sera déter- 
miné de manière que m^^p^^ soit positif; ce qui revient à supposer 
i = m=/7i^*^=etc., et à préparer les équations de condition^ 
de sorte que le coefficient de z dans chacune d'elles , soit positif^ 
c'est ce que l'on fait dans la méthode ordinaire. Alors le résultat 
moyen des observations est 

et l'erreur moyenne à craindre en plus ou en moins , est 

mais cette erreur surpasse la précédente qui , comme on Ta vu , 
est la plus petite possible. On peut s'en convaincre d'ailleurs de 
cette manière. Il suffit de faire voir que l'on a l'inégalité 



ou 

En effet, ^pp^'^ est moindre que />*+;>^'^, puisque (;?^*^ — pY est 
une quantité positive ; on peut donc, dans le second membre de l'iné- 
galité précédente , substituer pour ^pp^'^y ;?'+/>^'^* — f^ f étant 
une quantité positive. En faisant des substitutions semblables pour 
tous les produits semblables , ce second membre sera égal au pre- 
mier, moins une quantité positive* 

Le 
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Le résultat 



ft » 



auquel correspond le minimum d^erreur moyenne à craindre , est 
celui que donne la méthode des moindres carrés des erreurs des 
observations ; car la sonune de ces carrés étant 

la condition du minimum de cette fonction , en disant varier z , 
donne pour cette variable , l'expression précédente ; cette méthode 
doit donc être employée de préférence , quelle que soit la loi. de faci- 

litedes erreurs, loi dont dépend le rapport -j^. 

Ce rapport est ^, si ^{x) est une constante; il est moindre 
que |-, si ^ (ar) est variable , et tel qu'il diminue à mesure que x 
augmente , comme il est naturel de le supposer. En adoptant la 
loi moyenne des erreurs que nous avons donnée dans le n* i5, et 

suivant laquelle ^ {x) est égal à ~ . log - , on a ^ = jg. Quant aux 

limites rb a, on peut prendre pour ces limites, les écarts du résultat 
moyen , qui feraient rejeter une observation. 

Mais on peut , par les observations mêmes , déterminer le Ëicteur 

a . x/j- de l'expression de l'erreur moyenne. En eflfet , on a vu 

dans le n* précédent , que la somme des carrés des erreurs des obser- 

valions, est à très-peu près a^. -j-, et que si elles sont en grand 

nombre , il devient extrêmement probable que la somme obser- 
vée ne s'écartera pas de cette valeur , d'une quantité sensible j on 
peut donc les égaler; or la sonune observée est égale à 5.6^^, ou 

aS.{p^^.z—a^^yy en substituant pour z sa valeur J^ (^^ ; oa 
trouve ainsi , ' 

^^•nr = sT^ô- 

L'expression précédente de l'erreur moyenne à craindre sur le 

4i 
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résultat z, devient alors 

expression dans laquelle il n'y a rien qui ne soit donné par les 
observations et par les coefficiens des équations de condition. 

21. Supposons maintenant que l'on ait deux élémeus à corriger 
par l'ensemble d'un grand nombre d'observations. En nommant 
z et js' les corrections respectives de ces élémens , on formera ^ 
comme dans Je numéro précédent, des équations de condition, 
qui seront comprises dans cette forme générale 

€^*^ étant, comme dans ce numéro, l'erreur de l'observation (/+i)*^^r 
Si l'on multiplie respectivement par m, m^'\ . • ./n^'""*^ ces équations, 
et que Ton ajoute ensemble ces produits, on aura une première 
équation finale 

En multipliant encore les mêmes équations respectivement par 
riy n^'\. .•n^"'^\ et ajoutant ces produits, on aura une seconde 
équatiop finale 

S. n^'V'^ =:z.S. ri^'Y^ +z'.S. n^'^q^'^— S. n^^a^% 

le signe •S's'étendanl ici, comme dans le numéro précédent , à toutes 
les valeurs de i, depuis i = o jusqu'à ï =5 — 1. 

Si l'on suppose nulles les deux fonctions S.m^'\% S. n^^é^^ fonctions 
que nous désignerons respectivement par (m) et (»); les deux 
équations finales précédentes donneront les corrections z et z' 
des deux élémens. Mais ces corrections sont susceptibles d'erreurs 
relatives à celle dont la supposition que nous venons de fidre , est 
elle-même susceptible. Concevons donc que les fonctions {m) et (w), 
au lieu d'être nulles , soient respectivement / et /', et nommons u 
et w' les erreurs correspondantes des corrections jc et jg', détermi- 
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nées par ce qui précède j les,' deux équations finales deviendront 

II faut maintenant déterminer les fecteurs m , m^'\ etc. ; « , n<'\ etc., 
de manière que Terreur moyenne à craindre sur chaque élément, 
soit un minimum. Pour cela , considérons le produit 

f<P g). e-^--+-> V^ xf(p (f). e-('«^'^-*^'»^">->V^.. . . 

le signe / se rapportant à toutes les valeurs de x , depuis ar= — a 

jusqu'à 4f=:a , (pQj étant, comme dans le numéro précédent^ 

la probabilité de Terreur x , ainsi que de Terreur — a:. La, fonc- 
tion précédente devient , en réunissant les deux exponentielles 
relatives à or et à — ar, 

a/Ç r^) . cos (mx^+nx^B^) X V^ (f ) • cos (m^'^x^B'+n^'^x^') . . . 

X ^fp (^).cos(m^'-'5a:'ar+/iC'-0j;^') ^ 

le signe / s'étendant ici à toutes les valeurs de x , depuis a? = o 
jusqu'à a: = a; a: étant supposé, ainsi que a , divisé dans une infi- 
nité de parties prises pour unité. Présentement , il est clair que le 
terme indépendant des exponentielles , dans le produit de la fonc- 

tion précédente, par c v i— •k «^ ^^^ j^ probabilité que la 
somme des erreurs de chaque observation , multipliées respecti- 
vement par m, mS'\etc. ou la fonction (m), sera égal à /, en même 
tems que la fonction (n) , somme des erreurs de cliaque observa- 
tion , multipliées respectivement par n , n^'\ etc. , sera égal à /' j 
cette probabilité est donc 

, -y— , „/— ( af(/f).cos(m9+nm^x ] 

^' [...X3//D.co»(mC'-')^iiC'-)V)xJ 
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les intégrales étant prises depuis ^ et «' égaux à — -^, jusqu'à «ar 
et f^' égaux à it. Cela posé j 

En suivant exactement l'analyse du numéro précédent, on trouve 
que la fonction précédente se réduit à trés-peu prés à 



—.//»#. rf«'.c , 

X: et £'' ayant ici la même signification que dans le numéro cité. On 
voit encore , par le même numéro , que les intégrales peuvent 
s'étendre depuis a^=:-- oo, a^^=i — ooy jusqu'à a^=oo et 

a^ :=: 00. Si Ton fait 

■» 



si Ton fait ensuite 

^ = 5. mW* . S. n^^'— (S. m^ V'^)% 
la double intégrale précédente devient 



c 



En prenant les intégrales dans les limites infinies positives et né- 
gatives y comme celles relatives à a^B' et afw'y on aura 



2]Pv ^"^ • w 

Il faut maintenant, pour avoir la probabilité que les valeurs de / 
et de /' seront comprises dans des limites doimées , multiplier 
cette quantité par dl.dl', et l'intégrer ensuite dans ces limites. En 
Hommant X cette quantité , la probabilité dont il s'agit sera donc 
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JfXdl.dV. Mais pour avoir la probabilité que les erreurs « et u* 
des corrections des éléméns seront comprises dans des limites 
données , il faut substituer dans cette intégrale , au lieu de / et de /', 
leurs valeurs en u et »'. Or si l'on difiërentie les expressions de / et 
de /', en supposant /' constant, on a 

dl= du.S,m^^p<f> + du'.S.TTPq% 
o=rf«.^. »»/0 H- du'.S.n^Y'^i 
ce qui donne 

,, __ du. J^mCOpCO . S . nCO<,(0 _ S . n(-y-''> . S . mTO<,(0] 
dl~^ j^j^t^ 

Si Ton difiërentie ensuite l'expression de F, en supposant » cons- 
tant » on a 

dV ^ du' .S .tP^'^; 
on aura donc 

dl. dV z^lS.m^Y'^ . 5. »»5»— S. nV . S, m»çW] .du. du'. 

En Ëdsant ensuite 

F=zS. ««» . {S. m^y^y —sS. m«nW . S . m^V'^ . ^ . ««/'> 

G = .S. «W» .S.m^y^ . s. TO^'V^ + 5. ;»<•> . 5. «»/,«. 5. n«j« 
— S . m^'>d'> . [S . n «/)« . S . m^y^-hS . m«/« . S . »»ç«] , 

+5.m<'>.(5.«('Y'^)«, 
/= S.m^Y'>.S.n<f>^^— S.T^y>.S.wSY% 

la fonction (o) devient . 

k.{ Fu*-t-iGuu'4 ffu" ) 
rr * _L *L*f' 4k".a*.E 

Intégrons d'abord cette fonction depuis u' s=s— oo jusqu'à u'asoor 
Si Ton feit 
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et si Ton prend Tintégrale depuis /=-^<3o jusqu'à «=: od, on aura 
en ne considérant que la variation de »', 

ku* FH—G* 

r rir du i 4A v * eh 

Or on a 



rintégrale précédente devient donc 

j _ k TVi* 

ri du / k 1^' a\U 

On aura , par le numéro précédent , Ferreur moyenne à craindre 
en plus ou en moins , sur la correction du premier élément , en 
multipliant la quantité sous le signe / par db 2^ , et prenant l'in- 
tégrale depuis u:=o jusqu'à 2^ = 00, ce qui donne pour cette 
erreur , 



le signe 4- indiquant Ferreur moyenne à craindre en plus , et le» 
signe — , l'erreur moyenne à craindre en moins. 

Déterminons présentement les facteurs mP et n% de manière 
que cette erreur soit un minimum. £n faisant varier m^^ seul , on a 



n est &cile de voir que cette différentielle ^parait, si l'on sup- 
pose dans les coefiiciens de dm^'^f 

fi étant un coefficient arbitraire indépendant de i , et au moyen 
duquel on peut rendre m^'^ et n^'^ dés nombres entiers; \» suppo- 
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ftition précédente rend donc nulle la diflerentielle de ^^ , prise par 

rapport à m^^. On verra de la même manière , que cette suppo* 
eition rend nulle la différentielle de la même quantité , prise par 
rapport à n^^. Ainsi cette supposition rend un minimum , Terreur 
moyenne à craindre sur la correction du premier élément ; et l'on 
verra de la même manière , qu'elle rend encore un minimum ^ 
Terreur moyenne à craindre sur la correction du second élé- 
ment, erreur que Ton obtient en changeant dans Texpression de la 
précédente y H en F. Dans cette supposition , les corrections des 
deux élémens sont 

^ 5.pC0\5.^CO*-^(5.pC0^C0)^ • 

, >9.pCO\>!?.qCO(5eCO— 5.pC0(yC0.5'.pC0(*C^) 

n est facile de voir que ces corrections sont celles que donne la 
méthode des moindres carrés des erreiurs des observations , ou du 
minimum de la fonction 

d'où il suit que cette méthode a généralement lieu , quel que soit 
le nombre des élémens à déterminer j car il est visible que l'ana- 
lyse précédente peut s'étendre à un nombre quelconque d'élémens. 

En substituant pour «-y j;;? ï^ quantité y-^^? à laquelle on 

peut, par le n* 20-, le supposer égal , €, ê^<^, etc. étant ce qui reste 
dans les équations de condition , après y avoir substitué les cor- 
rections données par la méthode des moindres carrés des erreurs j 
Terreur moyenne à craindre sur le premier élément , est 



v/ 



*•'"•. /J^î' 






L'erreur moyenne à craindre en plus ou en moins sur le second 
élément, est 



.pTîîS 



F7^=r> 



\/S.p^*^* . S . 9<^0* —"(5 . oCO^CO)» 
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d'où Ton voit que le premier élément est plus ou moins bien 
déterminé que le second, suivant que S.q^'^^ est plus peti^ou plus 
grand que 5 .jp^'^*. 

Si les r premières équations de condition ne renferment point g , 
et si les s — r dernières ne renferment point /^j alors *S'.jp^'V^=o, 
et les formules précédentes coïhcijient avec celle du numéro 
précédent. 

On peut obtenir ainsi Terreur moyenne à craindre sur chaque 
élément déterminé par la méthode des moindres carrés des 
erreurs , quel que soit le nombre des élémens , pourvu que Ton 
considère un grand nombre d'observations. Soient z,jb',jz", z% etc., 
les corrections de chaque élément , et représentons généralement 

les équations de condition , par la suivante, 

» 

Dans le cas d'un seul élément , Terreur moyenne à craindre est , 
comme on Ta vu, 



/ 



— • y ,. r. (a) 



Lorsqu'il y a deux élémens , on aura Terreur moyenne à craindre 
sur le premier élément, en changeant dans la fonction (a), S^p^^. 

dans S.p^^ — / (o* '^ ^^ ^^^ donne pour cette erreur^ 

V/5.pC0».5.9(0»_(5.pC0ç(0)* ' ^ ^ 

Lorsqu'il y a trois élémens , on aura Terreur à craindre sur le pre^ 
jnier élément, en changeant dans cette expression (a'), 5. ç^^* dans 

S.g^* dans 5./'>— ^-^^r^; ce qui donne pour cette erreur, 

/ 5.pW'.5.9W'.5.iW'— ^.pt0».(5.ç<0,<0)«— 5.flC')».(5.;,C0f<0)»' ^"^ 

V — 5 . rCO* . (5 .pW,(0)»+a . S ./>(0ç(0 , S .pW; (.O.S. çWKO 

Dans 
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Datas le cas de quatre élémens, on aura Terreur moyenne à craindre 
sur le premier élément , en changeant dans cette expression (a") , 

5./o.,dans^.;,c->-Ç^):; ^.pcojco, dans W0-£fî2g^. 

etc. En continuant ainsi, on aura Terreur moyenne à craindre sur 
le premier élément ^ quel que soit le nombre des élémens. En 
changeant dans Texpression de cette erreur , ce qui est relatif au 
premier élément, dans ce qui est relatif au second, et récipro- 
quement ; on aura Terreur moyenne à craindre sur le second élé- 
ment , et ainsi des autres. 

De là résulte un moyen simple de comparer entre elles diverses 
tables astronomiques , du côté de la précision. Ces tables peuvent 
toujours être supposées réduites à la même forme , et alors elles 
ne dififêrent que par les époques , les moyens mouyemens , et les 
coefliciens de leurs argumens j car si Tune d'elles , par exemple , 
contient un argument qui ne se trouve point dans les autres , il est 
clair que cela revient à supposer dans celles-ci, ce coefficient nul. 
Maintenant , si Ton comparait ces tables à la totalité des bonnes obser- 
vations , en les rectifiant par cette comparaison j ces tables ainsi rec- 
tifiées , satisferaient, par ce qui précède , à la condition que la somme 
des carrés des erreurs qu'elles laisseraient subsister encore , soit 
un minimum. Les tables qui approcheraient le plus de remplir cette 
Condition , mériteraient donc la préférence ; d'où il suit qu'en com- 
parant ces diverses tables, à un nombre considérable d'observa- 
tions , la présomption d'exactitude doit être en faveur de celle 
dans laquelle la somme des carrés des erreurs est plus petite que 
dans les autres. 

22. Jusqu'ici nous avons supposé les facilités des erreurs posi- 
tives, les mêmes que celles des erreurs négatives. Considérons main- 
tenant le cas général dans lequel ces Êicilités peuvent être dififê- 
rentes. Nonmions a Tintervalle dans lequel les erreurs de chaque 
observation peuvent s'étendre , et supposons-le partagé dans un ^ 
nombre infini n + n' de parties égales et prises pour Tunité, n étant 
le nombre des parties qui répondent aux erreurs négatives, et n' 
étant le nombre des parties qui répondent aux erreurs positives. 

4a 



\ 
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Sur chaque point de rinterralle a , élevons une ordonnée qui ex- 
prime la probabilité de Terreur correspondante , et désignons par 

9 (;fXS7> l'ordonnée correspondante à Terreur x. Cela posé, con- 
sidérons la suite 

— 71 \ — lyn^y/ir; , / — (n — 1)\ — ^(n— i)<rV^ 






Représentons cette suite par f^(—Tr>)*c'''^\ 1^ ^^^ / 
d'étendant à toutes les valeurs de x , depuis a? c= — n jusqu'à x = »'. 

lie terme indépendant de c^^"^^ et de ses puissances , dans le dé- 
yeloppement de la fonction 



...x/»©.»''""™"^" 



> 



sera ^ par le n* ai , la probabilité que la fonction 

«cra égale à /+/»; cette probabilité est donc 

^.fd^.c'^' ^' .0-'-^=' X /<p(;r|:?). c'-^^'^X etc. , (i) 

Tintégrale étant prise depuis ^^— .^ jusqu'à ^s^tt; Le lo^« 
rithme de la fonction 



est 



par/^H- log [ /ç (j^,).!,''**^-'] -l-etc.. 
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n et tJ étant supposés des nombres infinis, siPon Ëdt 

si de plus on suppose 

k=:fdx'.(p{x'), V—fx'dx\<p{x'), k*z:zfxf^dx'.(p{x^y ' CtC. , 

les intégrales étant prises depuis x' = — -ttj jusqu'à x'=: --^ ; 
on aura 

J , 

L'erreur de chaque observation devant tomber dans les limites — n 
et + n\ et la probabilité que cela aura Ueu étant f<p ( ^ / ) , ou 

{n + n').k, cette quantité doit être égale à Punité. De la il est 
&cile de conclure que le logarithme de la fonction ( a ) est , en 

feisanty = jj^, 

le signe S embrassant toutes les valeurs de i, depuis i nul jus- 
qu'à i = ^ — 1 . Oh fera disparaître la première puissance de 'zr ^ 
en faisant 

et si Ton ne considère que sa seconde puissance , Ce que Ton peut 
faire paf ce qui précède , lorsque s est un très-grand nombre , on 
aura , pour le logarithme de la fonction (a) , 

En repassant des logarithmes aux nombres, la fonction (a) se trans^ 
forme dans la suivante , 

c "* 



Kntégrak (i)-'de?iftnt aiB«i, r- < . . 
Supposons 

La variation de / étant l'unité, on aura 

rintégrale précédente devient ainsi, après l'avoir intégrée d^uis 
i =s— 00 jusqu'à < == 00 , 

hdr "• a (W- n 

» 

Ainsi la probabilité que la fonction (m) sera comprise dans les 
limites . ^ 

est égale 



3 /» Wr a (W— fc'») 



T-/ 



nntégrede étant' prise depuis r nu]. 

^ est Fabscisse de l'ordonnée qui passe par le centre de gra- 
vité de Taire de la courbe des probabilités des erreurs de chaque 
observation ; le produit de cette abscisse par S . q^\ est donc le 
résultat moyen vers lequel la fonction (m) converge sans cesse. Si 
Ton appose 1=^2=39^'^= etc.; la fonction (m) devient la somme des 
erreurs , et alors S. q^^ devient a ; en divisant donc par s la sonmae 
des erreurs , pour avoir Terreur moyenne ; cette erreur converge 
sans cesse vers Tabscisse du centre de gravité; de manière qu'en 
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prenant de part et d'autre un intervalle quelconque aussi petit (^e 
Ton voudra, la probabilité que Terreur moyenne tombera dans 
cet intervalle , finira , en multipliant indéfiniment les observations , 
par ne difierer de la certitude , que d'ime quantité mcHudre que 
toute grandeur donnée. 

33. Nous venons de rechercher le résultat moyen que des obser- 
vations nombreuses et non faites encore , doivent indiquer avec 
le plus d'avantage, et la loi de probabilité des erreurs de ce ré- 
sultat Considérons présentement le résultat moyen des observations 
déjà faites , et dont on connaît les écarts respectiis. Pour cela , con- 
cevons un nombre s d'observations du même genre , c'est-à-dire , 
telles que la loi des erreurs soit la même pour toutes. Nommons A 
le résultat de la première; A + q y celui de la seconde j,^ 4-9^'^, 
celui de la troisième, et ainsi de suite; y, q^'\ q^*\ etc. étant des 
quantités positives et croissantes , ce que l'on peut toujours obte- 
nir par une disposition convenable des observations. Désignons 
encore par ^ (z) , la probabilité de l'erreur z pour chaque obser- 
vation , et supposons que A-^x soit le vrai résultat. L'erreur de 
la première observation est alors — a: ; q — x^ ^'^ — x , etc. sont 
les erreurs de la seconde , de la troisième, etc. La probabilité de 
l'existence simultanée de toutes ces erreurs , est le produit de leurs 
probabilités respectives ; elle est donc 

^ (— ' a?) .^ (y — a?) .^ (9^'^— a:) .etc. 

Maintenant, x étant susceptible d'une infinité de valeurs; en les 
considérant comme autant de causes de l'événement observé , la 
probabilité de chacune d'elles sera , par le nM , 

dx . ^ (— j) . p iq—x) . ^ (<y(0-^x) . etc. 
fdx.f{'^x).f{q — x),f{q^0^x).etc,^ 

l'intégrale du dénominateur étant prise pour toutes les valeurs dont 
X est susceptible. Nommons ^ ce dénominateur. Cela pose^ ima- 
ginons une courbe dont x soit l'abscisse , et dont l'ordonnée y 
soit 

-BT . <p (~x) • (p (y— j:) . (p (7<'^— ^) . etc. j 
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cette courbe Beam celle des probabilités des valeurs de x. La valeiar 
qu'il Êiut choisir pour résultat moyen , est celle qui rend Ferreut 
moyenne à craiodre , un minimum. Toute erreur , soit positive, 
soit nég^ativQ, devant être considérée comme un désavantage, 
ou une perte réelle au jeu; on a le désavantage moyen, en 
prenant la somme des produits de chaque désavantage, par sa 
probabilité; la valeur moyenne de Terreur à craindre, est donc 
la somme des produits de chaque erreur, abstraction fidte du 
signe , par sa probabilité. Déterminons Fabscisse qu'il faut choisir 
pour que cette somme soit un minimum. Pour cek , donnons aux 
abscisses , pour origine, la première extrémité de la courbe pré- 
cédente , et nomnions aftxy les coordonnées de la courbe , à partir 
de cette origine. Soit / la Valeur qu'il faut choisir. Il est clair que 
si le vrai résultat était x\ Perreur du résultat / serait , abstraction 
fidte du signe, /— V, tant cjue uif serait moindre que /; or j^ est 
la probabilité que af est le résultat vfai ; la somme des erreurs à 
craindre, abstraction &ite do signe, multipHées par leur probabî- 
lité, est donc pour toutes les valeurs de x\ moindres que /, 
/{l-^x^). y^dâf , rintégrale étant prise depuis ar' = o jusqu'à 
j/ = /. On verra de la même manière , que pour les valeurs de x' 
supérieures à i, la somme des erreurs à craindre , multipliées par 
leur probabilité , est f{af — î) ^ydai^i l'intégrale étant prise depuis 
a?' = / jusqu'à l'abscisse or' correspondante à la dernière extrémité 
de la courbe ; la somme entière des erreurs à craindre , abstrac- 
tion faite du signe , et multipliées par leurs probabilités respec- 
tives , est donc 

/(/~xO .yrfr'+/( or'— l).j'dx'. 

La diflférentielle de cette fonction , prise par rapport à / , est 

dl.ffdx'—dl.jyda^ l 

car on a la différentielle def{l — x') •fdx^ en djfiEérentiant d'abord 
la y^llur de / sous le signe /, et en ajoutant à cette différentielle , 
l'accroissement qiii résulte de la variation de la limite de l'inté- 
grale, limite qui se change en l-^-dL Cet accroissement est égal à 
l'élément ( / • — x') .ydod^ à la limite où ar' = / ; il est donc nul , 
et dLJj'dx' est la différentielle de l'intégrale /( / — x').ydx\ On 
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verra de la même manière , €[ae^^dLfydx' est la' difféifetttîèliè 
de Tintégrale f{xf'^l).yda/. Là somme de ces différentielles 
est nulle relativement à Tabscisse / , pour laquelle Tcrreui? 
moyenne à craindre est un minimum y* on a donc^ rebtiveDiient à 
cette abscisse , 

ffdx' =fydx\ 

la première intégrale étant prise depuis x'=o jusqu'à jc' = /, et 
I9 seconde étant prise depuis a/;=;/ jusqu'à la valeur extrême de x^ 

U suit de là que Fabscisse qui rend l'erreur moyenne à craindre , 
mi minimum y est celle dont l'ordonnée divise Taire de h courbe en 
deux parties égales* Ce point jouit encore delà propriété d'être celui 
en deçà duquel il est aussi probable que le vrai résultat tombe ^ 
qu'au-delà ; et par cette raison , il peut encore être nommé milieu^ 
de probabilité. Des géomètres célèbres ont pris pour le milieu qu'il 
faut choisir , celui qui rend le résultat observé , le plus probable , 
et par conséquent l'abscisse qui répond à la plus grande ordonnée 
de la courbe j mais le milieu que nous adoptpns, est évidemment 
iiidiqué par la théorie des probabilités. 

Si l'on met (p (or) sous la forme d'exponei^t;ielle, çt qu'on le désigne 

par c~'^^ , afin qu'il puisse également convenir aux erreurs pcn^ 
sitives et négatives 5 on aura » 

y==//.c . (1; 



( t 



Si l'on fedt xssa + Zf et que l'on développe l'exposant de c par 
rapport aux puissances de z , ^ prendra cette forme , 

expression dans laquelle on a 

M— 4 (a») H- 4 («-^)'-f 4 (a— ^<'>)*+ etc. , 

JV= a .4'(a*) H- (a— f ) • 4'Co— <?)*+ («— 9^'^ • 4'(«— ?^'')*+ etC-*» 
P = 4'(a*) -h 4' (a— ^)*-h 4' (a-^f")*+ etc. -|- aa». 4 (a*) 

+ 2 (ar-^y . 4"(«— V)* + 2 (a—Y'^y ' 4" (a^'^y + etc., 

etc., 
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4'(^) étant le coefficient de dt dans la di£fêrentielle de 4 (O9 
4'' (0 étant le coefficient de dt dans la dSâerentielle de 4' (0> ^ ^^^ 
de suite. 

Supposons le nombre s des observations, très-grand, et détermi- 
nons a par Féquation iV=:o que donne la condition du maximum 
de y 3 alors on a 

-- — iif-^p»*— 0*3— etc. 

^JHy P, Q , etc. sont de Tordre « j or , si z est très-petit de Tordre -ip , 

Qz^ devient de Tordre -^, et l'exponentielle c ^ * peut se 

réduire à Tunité* Ainsi dans l'intervalle depuis z =s o jusqu'à 
«ss-^, on peut supposer 



m 



Au-delà , et lorsque z est de Tordre s , m étant plus petit que 

Tunité , Pz* devient de Tordre s ; par conséquent c devient 
ainsi que ^ , insensible ; ensorte que Ton peut, dans toute Tétendue 
de la courbe , supposer 

y-sziH.c 
La valeur de a donnée par Téquation JV=: o , ou 

o = a . 4'(«*) + («—y) • 4'(«— 7)*+ (û— 9^'^) • 4'(«~9^'^)*+ etc. , 
est alors Tabscisse x correspondante à Tordonnée qui divise Taire 
de la courbe en parties égales. La condition que Taire entière de la 
courbe doit représenter la certitude ou Tunité , donno^ 



j^-szzfdz.c 






Tintégrale étant prise depuis z = — * 00 jusqu'à z s=s 00 , ce qui 
donne 



H 



L'erreur 



DES PROBABILITÉS. 557 

Veneur moyenne à craindre en plus ou en moins , en prenant a 
pour résultat moyen des observations , est dzfzydz^ ïïntégralc 
étant prise depuis z nul jusqu'à se Infini, ce qui donne pour cette 
erreur 



a. V ir. 



Mais Fignorance entière où l'on est de la loi e '^^ ^ des erreurs 
de chaque observation , ne permet pas de former l'équation 

o = a . 4'(«*) + (« — 9) • 4'(^'~7)*+ ^*^* 

Ainsi la connaissance des valeurs de q^ éf^\ etc., ne donnant à po^ 
teriori , aucune lumière sur le résultat moyex^a d^s^observations j 
il Êtut S'en tenir au résultat le plus avatitageiix déterminé à priori^ 
et que l'on a vu être celui que fournit la méthode; des mojndres 
carrés des erreurs. 

Cherchons la fonction 4(*^) ^ donne constamment la règle 
des milieux arithmétiques , admise par les observateurs. Pour cela , 
concevons que sur les s observatiousi Jeç^î première? MÏoycident 1 
ainsi que les s — i dernières. L'équation ^ » 6 de Vient alors 






o == i.a • 4X^) + (^"-«^0 «(a-^) •4f'4^>^^ 

La règle des milieux arithmétiques donne 



♦i 



5 — * 



^équation précédente devient ainsi 

^'C(^)"-*']=4'$.»-> 

Cette équation devant avoir lieu quels que soient - et ^ , il est ne- 
cessaire que 4^ (0 ^^^ indépendant de ty ce qui donne 

k étant une constante. En intégrant, on a 

45 
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L étant uoe constante arbitraire -, partant , 



C 5=5 C 



Telle est donc la fonction qui peut seule , donner généralement la régie 
des milieux arithmétiques. La constante L doit être déterminée de 

manière que l'intégrale fdx.c y prise depuis jr=—oo jusqu'à 

x = 00 , soit égale à l'unité j car il est certain que Terreur x d'une 
observation doit tomber dans ces limites ^ on a donc 



L 
c 



=v1. 



c 



par conséquent la probabilité de l'erreur x est y- . 

A la vérité , cette expression donne l'infini pour la limité dès 
erreurs , ce qui n'est pas admissible ; mais , vu la rapidité avec laquelle 
ce geiire d^exponentielles diminue à mesure que x augmente , on 
peut prendre l assez grand , pour qu'au-delà de la limite admissible 
^es erreurs , leurs probabilités soient insensibles , et puissent êtue 
supposées nulles. 

La loi précédente des erreurs donne pour l'expression générale 
(i)dcy, 

en déterminant H de manière que l'intégrale entière fj^dx soit 
l'unité, et faisant 

X = . . + u, 
s 

L'ordonnée qui divise l'aire de la courbe en deux parties égales , est 
celle qui répond à n s=: o , et par conséquent à 

c'est donc la valeur de x qu'il faut choisir pour résultat moyen des 

observations; or, cette valeur est celle que donne la règle des 

. milieux arithmétiques ; la loi précédente des erreurs de chaque 
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obs(^vatioD y donne donc constamment les mêmes résultats que 
cette règle , et Ton a vu qu'elle est la seule loi qui jouisse de cette 
propriété. 

En adoptant cette loi , la probabilité de Terreur ^^ de l'observa- 
tion («4-1)'^', est 

or on a vu dans le n* ao , que z étant la correction d'un élément , 
cette observation fournit Téquation de condition 

La probabilité de la valeur de p^'^.r — a^*^, est donc 



/^ 



c « 



la probabilité de l'existence simultanée des s valeurs p.z'—et, 
|f \ z— «e^>, .../)<'—>.« — «<'-'', sera donc 



Cette probabilité varie avec z ; on aura donc la probabilité d'une 
valeur quelconque de jz; , en multiplia^t cette quantité par dz , et 
divisant le produit par l'intégrale de ce produit, prise depuis 
jB = — 00 jusqu'à z = 00. Soit 






cette probabilité devient 



^yÂ;^.^-fta..5.pco.. 



ensorte que si l'on décrit utie. courbe dont le coefficient de du soit 
rx>rdonnée, et dont u soit l'abscisse ; cette oourbe étendue depuis 
Il = — 00 jusqu'à u=iooy peut être con^dérée comme la courbe 
des probabilités des erreurs 21, do&t le résultat 

5.pC0AC0 
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est susceptible. L'ordonnée qui divise Taire de la eourbe en cfenx 
parties égales , est celle qui répond à m s= o , et par conséquent à 

z égal à f ^fj^ ; ce résultat est donc celui qu'il faut choisir ; or , 

il esl le même que celui que donne la méthode des moindres carrés 
dès erreurs des observations; la loi précédente des erreurs de 
chaque observation , conduit donc aux mêmes résultats que cette 
méthode. 

La méthode des moindres carrés des erreurs devient nécessaire , 
lorsqu'il s'agit de prendre un milieu entre plusieurs résultats donnés ^ 
chacun, par l'ensemble d'un grand nombre d'observations de divers 
genres. Supposons qu'un même élément soit donné, i\ par le ré* 
sultat moyen de s observations d'un premier genre , et qu'il soit 
par ces observations , égal à j^i 2% par le résultat moyen de s' 
observations d'un second genre, et qu'il soit égal à -^-|- 9^; 3\ par 
le résultat moyen de s" observations d'un troisième genre y et qifû 
soit égal kji^q'j et ainsi du reste. Si l'on représente par A^^x^ 
l'élément vraij l'erreur du résultat des observations s sera — «j 
en supposant donc C égal à 



/: 






si l'on fait usage de la méthode des moindres carrés des erreurs , 
pour déterminer le résultat moyen j ou à 

'^ fia. y 5 

si l'on fait usage de la méthode ordinaire; la probabilité de cette 
erreur sera, par le n* ao , 




•c 



L'erreur du résultat des observations s' sera q — jc, et en désignant 
par Q' pour ces observations , ce que nous avons nonmié C powr 
les observations ^, la probabilité de cette erreur sera 
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^Pareillement Perreur du résultat des obserrations ^' sera 9'*— jc ; 
et en nommant pour elles , &\ ce que nous avons nommé € pour 
les observations s 5 la probabilité de cette erreur sera 



=* #0 - • 



et ainsi de suite. Le produit de toutes ces probabilités sera la 
probabilité que — x, 9^— or, 9^'— x, etc. seront les erreurs des 
résultats moyens des observations s , s\ ê'\ etc. £n le multipliant 
par dx , et prenant l'intégrale depuis a: = — 00 jusqu'à a:= 00 , on 
aura la probabilité que les résultats moyens des observations 
y, /', etc., surpasseront respectivement de y, j/, etc., le résultat 
moyen des observations s. 

Si l'on prend l'intégrale dans des limites déterminées , on aura 
la probabilité que la condition précédente étant remplie , l'erreur 
du premier résultat sera comprise dans ces limites j en divisant 
cette probabilité par celle de la condition elle-même , on aura la 
probabilité que l'erreur du premier résultat sera comprise dans des 
limites données , lorsqu'on est certain que la condition a efifective- 
ment lieu ; cette probabilité est donc 






l'intégrale du numérateur étant prise dans les limites données , et 
celle du dénominateur étant prise depuis x = — 00 jusqu'à a: = 00. 

On a 

€'x'+ C* • (jc— ?)•+ ^"* . {x—qy+ etc. 

= (C'^ f '•+ C''+ etc.) . »•— 2x . {C'^q+ C'^q'+ etc.) 

+ Cy+ ^"•^'•+ etc. 
Soit ^ 

la probabilité précédente deviendra 
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Fintégrale du numérateur étant prise dans des limites données , et 
celle du dénominateur étant prise depuis ^=—00 jusqu'à ^=00. 
Cette dernière intégrale est 



, £ 



En &isant donc 

i!=:t. \/e*+e:'*+ 6"*+etc. i 

la probabilité précédente devient 



1 — -•* 

■ j^ •fdV • c 

La valeur de tf la plus probable , est celle qui répond à t' nul j 
d'où il suit que la valeur de x la plus probable , est celle qui répond 
à fs=:o, ainsi la correction du premier résultat , que Tensemble 
de toutes les observations s y s'y s^'y etc. donne avec le plus de pro- 
babilité, est 

C^q + gV+ etc. 

Cette correction ajoutée au résultat j4 , donne pour le résultat qu'il 
faut choisir, 

>f . g»4- (^ 4- (7) . C^*+ {A -f g') . C^+ etc. 

La correction précédente est celle qui rend un minimum , la 
fonction 

(C . xy+ {& . ï=^)*-f- (C' . j^i:^')*+etc. 

Or la plus grande ordonnée de la courbe des probabilités du pre- 
mier résultat est , comme on vi^t de le voir , —7=-; celle de la 

courbe des probabilités du second résultat , est --^ , et ainsi dq 

suite ; le milieu qu'il faut choisir entre les divers résultats , 
est donc celui qui rend im minimum , la somme des carrés de 
Terreur de chaque résultat , multipliée par la plus grande ordonnée 
de sa courbe de probabilité. Ainsi la loi du minimum des carrés 
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des erreurs, devient nécessaire , lorsque l'on doit prendre un milieu 
entre des résultats donnés , chacun ^ par un grand nombre d'ob- 
servations. 

a4. On a vu précédemment , que de toutes les manières de com- 
biner les équations de condition, pour en former des équations 
finales linéaires , nécessaires à la détermination des élémens; la plus 
avantageuse est celle qui résulte de la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations , du moins lorsque les observations 
sont en grand nombre. Si au lieu de considérer le mihimum des 
carrés des erreurs , on considérait \t minimum d'autres puissances 
des erreurs , ou même de toute * autre fonction des erreurs j les 
équations finales cesseraient d'être linéaires , et leur résolution de- 
viendrait impraticable , si les observations étaient en grand nombre. 
Cependant il est un cas qui mérite une attention particulière, en ce 
qu'il donne le système dans lequel la plus grande erreur , abstrac- 
tion faite du signe, est moindre que dans tout autre système. Ce 
cas est celui du minimum des puissances infinies et paires des 
erreurs. Ne considérons ici que la correction d'un seul élément ; 
et z exprimant cette correction, représentons , comme précédem- 
ment, les équations de condition, par la suivante , 

i pouvant varier depuis zéro jusqu'à ^ *— i , ^ étant le nombre des 
observations. La somme des puissances un des erreurs y sera 
S.{oS^ — p^^.zy% le signe ^Çs'étendant à toutes les valeurs de /. On 
peut supposer , dans cette somme , toutes les valeurs de p^^ po- 
sitives ; car si l'une d'elles était négative , elle deviendrait positive 
en changeant , comme on peut le faire , les signes des deux termes 
du binôme élevé à la puissance an , auquel elle correspond. Nous 
supposerons donc les quantités et — p,z^ oS'^ — p^'^-z^ a^'^— ^^*^.jr, etc., 
disposées de manière que les quantités p, p^*\ /?^*^, etc. soient po- 
sitives et croissantes. Cela posé , si 2n est infini , il est clair que 
le plus grand terme de la somme S.{a<^^ — /j^'^.r)*", sera la somme 
entière", à moins qu'il n'y ait un ou plusieurs autres termes qui 
lui soient égaux, et c'est ce qui doit avoir lieu dans le cas du 
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minimum de la somme. En effet , s'il n'y avait qu^ime seule (Jpxùn^ 
tité la plus grande , abstraction faite du signe, telle que af^ — !^^*^\ 
on pourrait la diminuer en disant varier z convenablement, et alors 
la somme S . {aS^— p^^ . z)*" diminuerait et ne serait pas un minimum. 
Il faut de plus que si a^^ — f^^.z et a^*'^ — j/^.z sont, abstraction 
faite du signe , les deux quantités les plus grandes et égales entre 
elles, elles soient de signe contraire. En efiFet, la somme (oL^^—jf^.z)'^. 
-h (aS^ — p^'^.zY'' devant être alors un minimum , sa différentielle 
— 2/icfe.[;;C0.(a«— j[>^'\2)"-«+/o.(a(iO_p(o.-j)^^ doit être nuUe, 

ce qui ne peut être lorsque n est infini, que dans le cas où cty^—^jPx 
et cL^'^ — p^^.z sont infiniment peu différens, et de signe contraire. 
S'il y a trois quantités les plus grandes , et égales entre elles 
abstraction faite du signe ; on verra de la même nmnière que leurs 
signes ne peuvent être les mêmes. 
Maintenant, considérons la suite 

«0-o_^a-«).^ , ot<'— >— ;?^'— \r , a^'-*«— p^'-«\z, . . . a— p.r , (o) 



Si l'on suppose r= — oo, le premier terme de la suite surpasse 
les suivans , et continue de les surpasser en faisant croître z , jus* 
qu'au moment où il devient égal à l'un d'eux. Alors celui-ci, par 
l'accroissement de z , jdevient le plus grand de tous ; et à mesure 
que l'on &it croître z , il continue toujours de surpasser ceux qui 
le précèdent. Pour déterminer ce terme , on formera la suite des 
quotiens 

pO-0— pC'-»)» pCf-')— pO-3) ' • • 'pi^-O—p » pO-O + p^ • • •pC«)4-pt'"*>* 

Supposons que (,-,)_, (r) ^^^^ ^^ V^^^ P^^^ ^^ ^^ quotiens en ayant 

égard au signe , c'est-à-dire en regardant une quantité négative plus 
grande, comme plus petite qu'une autre quantité négative moindre* 
S'il y a plusieurs quotiens les plus petits et égaux, nous considé- 
rerons celui qui se rapporte au terme le plus éloigné du premier 
dans la suite (o); ce terme sera le plus grand de tous, jusqu'au 
moment où , par l'accroissement de js: , il devient égal k l^ dos 

dttiyan»:^ 
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soiràiis , qui commence alors à être le plus grand. Pour déterminer 
ce nouveau terme , on formera la nouvelle suite de quotiens 

le terme de la suite (o), auquel répond le plus petit de ces quotiens ^ 
sera le nouveau terme. On continuera ainsi jusqu'à ce que Tun des 
deux termes qui deviennent égaux et les plus grands, soit dans la 
première moitié de la suite (o) , et Tautre dans la seconde moitié. 
Soient a^^ — p^^.z et — a^^+p^^.z ces deux termes; alors la valeur 
de z qui correspond au système du minimum de la plus grande des 
erreurs, abstraction faite du signe , est 

/— pCO+pC*')- 

S'il y a plusieurs élémens à corriger , les équations de condition 
qui déterminent leurs corrections , renferment plusieurs inconnues y 
et la recherche du système de correction , dans lequel la plus grande 
erreur est , abstraction faite du signe , plus petite que dans tout 
autre système , devient plus compliquée. J'ai considéré ce cas 
d'une manière générale , dans le troisième Livre de la Mécanique 
Céleste. J'observerai seulement ici, qu'alors la sonune des puissances 
2/ï dès erreurs des observations est , comme dans le cas d'une 
seule inconnue , un minimum , lorsque fin est infini ; d'où il est 
facile de conclure que dans le système dont il s'agit, il doit y 
avoir autant d'erreurs plus une, égales, et les plus grandes abs- 
traction faite du signe , qu'il y a d'élémens à corriger. On conçoit 
que les résultats correspondans à a/i égal à un grand nombre , 
doivent peu diflKrer de ceux que donne 2n infini. IJ n'est pas même 
nécessaire pour cela , que la puissance 2n soit fort élevée , et j'ai 
reconnu par beaucoup d'exemples, que dans le cas même où cette 
puissance ne surpasse pas le carré , les résultats difiêrent peu de 
ceux que donne le système du minimum des plus grandes erreurs ; 
ce qui est un nouvel avantage de la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations. 

Depuis longtems , les géomètres prennent un milieu arithmétique 
entre leurs observations ) et poor déterminer les élémens qu'ils 
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veulent connaître, ils choisissent les circonstances les plus favorables 
pour cet objet, savoir, celles dans lesquelles les erreurs des observa^ 
lions altèrentle moins qu^il estpossible, la valeur de ces élémens.Mais 
Côtes est , si je ne me trompe , le premier qui ait donne une règle 
générale pour faire concourir à la détermination d'un élément ^ 
plusieurs observations , proportionnellement à leur influence. £d 
considérant chaque observation conmie une fonction de l'élément y 
et regardant l'erreur de l'observation conune une différentielle infi- 
niment petite ; elle sera égale à la différentielle de la fonction , prise 
^r rapport à cet élément Plus le coefficient de la dififêrentielle 
de l'élément sera considérable, moins il faudra feire varier l'élé^ 
ment , pour que le produit de sa variation , par ce coefficient , âoit 
cgal à l'erreur de l'observation; ce coefficient exprimera donc 
l'influence de l'observation sur la valeur de l'élément. Cela posé , 
Côtes représente toutes les valeurs de l'élément, données par chaque 
observation, par les parties d'une droite indéfinie , toutes ces parties 
ayant une commune origine. Il conçoit ensuite, à leurs antres 
extrémités , dés poids proportionnels aux influences respectives 
des observations. La distance de l'origine commune des parties , 
au centre commun de gravité de tous ces poids , est la valeur qu'il 
choisit pour l'élément. • 

Reprenons l'équation de condition du n* 20 , 



^«s=;>0\z — a<0 



> 



f^'^ étant l'erreur de l'observation ( i + 1)''*', et z étant la correction 
de l'élément déjà connu à fort peu prés j p^^ que Ton peut tou^ 
jours supposer positif, exprimera l'influence de l'observation cor- 

respondante. -^ étant la valeur de z résultante de l'observation , 

la règle de Côtes revient à multiplier cette valeur par p^% à faire 
une somme de tous les produits relatifs aux diverses valeurs ^ et à 
la diviser par la somme de tous les p% ce qui donne 

Cétaît en efifet la correction adoptée par les observateurs^ avant 
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Fusage' de la méthode des moindres carrés des erreurs des ob- 
servations. 

Cependant on ne voit pas que depuis cet excellent géomètre , 
on ait employé sa régie , jusqu'à Euler qui dans sa première 
pièce de Jupiter et Saturne , me parait s'être servi le premier , 
des équations de condition , pour déterminer les élemens du mou- / 
vement elliptique de ces deux planètes. Presqu'en même tems , 
Tobie Maycr en fit usage dans ses belles recherches sur la libra- 
tion de la lune , et ensuite pour former ses Tables lunaires. 
Depuis , les meilleurs astronomes ont suivi cette méthode , et le % 

succès des Tables qu'ils ont construites asOirmoyen , en a constaté \ 

l'avantage. 

Quand on n'a qu'un élément à déterminer, cette méthode né 
laisse aucun embarras; mais lorsque l'on doit corriger à la fois 
plusieurs élémens , il faut avoir autant d'équations finales formées 
par la réunion de plusieurs équations de condition , et au moyen 
desquelles on détermine par l'élimination, les corrections des élé- 
mens. Mais quelle est la manière la plus avantageuse de combiner 
les équations de condition , pour former les équations finales ? 
C'est ici que les observateurs s'abandonnaient à des tâtonnemens 
arbitraires qui devaient les conduire à des résultats dlfierens, 
quoique déduits des mêmes observations. Pour éviter ces tâton- 
nemens, M. Legendre eut l'idée simple de considérer la somme des 
carrés des erreurs des observations , et de la rendre un minimum; 
ce qui fournit directement autant d'équations finales , quTI y a d'élé- 
mens à corriger. Ce savant géomètre est le premier qui ait publié cette 
méthode ; mais on doit à M. Gauss la justice d'observer qu'il avait 
eu , plusieurs années avant cette publication , la même idée dont 
il faisait un usage habituel , et qu'il avait communiquée à plusieurs 
astronomes. M. Gauss , dans sa Théorie du Mouvement elliptique ^ 
a cherché à rattacher cette méthode à la Théorie des Probabi- 
lités, en faisant voir que la même loi des erreurs des observations, 
qui donne généralement la règle du milieu arithmétique entre plu- 
sieurs observations, admise par les observateurs, donne pareil- 
lement la règle des moindres carrés des erreurs des observations ; 
et c'est ce qu'on a vu dans le n* a3. Mais comme rien ne prouve 
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que la première de ces règles donne le résultat le plus ayantageu:^^ 
la même incertitude existe par rapport à la seconde. La recherche 
de la manière la plus avantageuse de former les équations finales , 
est sans doute une des plus utiles de la Théorie des Probabilités : 
son importance dans la physique et Fastronoraie , me porta à m'en 
occuper. Pour cela , je considérai que toutes les manières de com- 
biner les équations de condition, pour en former une équation 
finale linéaire , revenaient à les multiplier respectivement par des 
Ëicteurs qui étaient nuls relativement aux équations que l'on n'en^ 
ployait point , et à faire une somme de tous ces produits ; ce qui 
donne ime première équation finale* Un second système de facteurs 
donne ime seconde équation finale, et ainsi de suite, jusqu'à ce 
que l'on ait autant d'équations finales, que d'élémens à corriger* 
Maintenant , il est visible qu'il faut choisir les systèmes de Ëicteurs, 
de sorte que l'erreur moyenne à craindre en plus ou en moins 
sur chaque élément, soit un minimum ; l'erreur moyenne étant 
la somme des produits de chaque erreur par sa probabilité. Lors- 
que les observations sont en petit nombre , le choix de ces systèmes 
dépend de la loi des erreurs de chaque observation. Mais si Ton 
considère un grand nombre d'observations , ce qui a Heu le plus 
souvent dans les recherches astronomiques; ce choix devient 
indépendant de cette loi ; et Ton a vu dans ce qui précède , que 
l'analyse conduit alors directement aux résultats de la méthode des 
moindres carrés des erreurs des observations. Ainsi cette méthode 
qui n'offrait d'abord que l'avantage de fournir , sans tâtonnement y 
les . équations . finales nécessaires à la correction des élémens , 
donne en même tems les corrections les plus précises , du moins 
lorsqu'on ne veut employer que des équations finales qui soient 
linéaires , condition indispensable , lorsque l'on considère à la îo\& 
un grand nombre d'observations ; autrement , l'élimination des 
inconnues et leur détermination seraient impraticables. 
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CHAPITRE V. 

jippUcation du Calcul des Probabilités , à la rechercha 

des phénomènes et de leurs causes. 

a5. Xjes phénomènes de la nature se présentent le plus souvent 
accompagnés de tant de circonstances étrangères j un si grand 
nombre de causes pertinrbatrices y mêlent leur influence , qu'A 
est trés-difficîle , lorsqu'ils sont très-petits, de les reconnaître. Où 
ne peut alors y parvenir, qu'en multipliant les observations, afin 
que les effets étrangers venant à se détruire , le résultat moyen, des 
observations ne laisse plus apercevoir que ces phénomènesr. On 
conçoit par ce qui précède , que cela n'a lieu rigoureusement y 
que dans le cas d'un nombre infini d'observations. Dans tout autre 
cas, les phénomènes ne sont indiqués par les résultats moyens, que 
d'une manière probable , mais qui Test d'autant plus , que les obser-^ 
vations sont en plus grand nombre. La recherche de cette proba* 
bilité est donc très-importante pour la physique , l'astronomie , et 
généralement pour toutes les sciences naturelles. On va voîr qu'elle 
rentre dans les méthodes que nous venons d'exposer. Dans le 
chapitre précédent, l'existence du phénomène était certaine; son 
étendue seule a été Tobjet du Calcul des Probabilités : ici l'existence 
du phénomène et son étendue, sont l'objet de ce calcul. 

Prenons pour exemple, la variation diurne du baromètre, que 
l'on observe entre les^ tropiques, et qni devient sensible même 
dans nos climats , lorsque l'on choisit et que l'on multiplie conve- 
nablement les observations. On a reconnu qu'en général, vers 
neuf heures du matin, le baromètre est plus élevé que vers quatre 
heures du soir ; ensuite il remonte jusque vers onze heures du 
Boir , et il redescend jusque vers quatre heures du matin , pour 
revenir à son maximum de hauteur ^ vers neuf heures. Supposons 
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que Ton ait observé la hauteur du baromètre vers neuf heures du 
matin et vers quatre heures du soir, pendant le nombre s de |pui^; 
et pour éviter la trop grande influence des causes perturbatrices , 
choisissons ces jours de manière que dans Pintervalle de neuf heures 
à quatre heures , le baromètre n'ait pas varié au-delà de quatre 
millimètres. Supposons ensuite qu'en faisant la somme des s hau- 
teurs du matin j et la somme des s hauteurs du soir, la première 
de ces sommes surpasse la seconde de la quantité g ; cette éàSBê^ 
rence indiquera une cause constante qui tend à élever le baro- 
mètre vers neuf heures du matin , et à l'abaisser vers quatre hem*es 
du soir. Pour déterminer avec quelle probabilité cette cause est 
indiquée, concevons que cette cause n'existe point, et que ik 
différence observée çr, résulte des causes perturbatrices acciden- 
telles , et des erreurs des observations. La probabilité qu'alors la 
différence observée entre les sommes des hauteurs du matin 
et du soir, doit être au-dessous de g y est, par le n* iB^ 



égale à 



V4Ï? 
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l'intégrale étant prise depuis r =— oo jusqu'à r=s— 5-. ^ Jt et *• 

a. y s 

étant des constantes dépendantes de la loi de probabilité des diflë- 
rences entre les hauteurs du matin et du soir, et dba étant 
les limites de ces différences , a étant ici égal à quatre millimètres. 

Y étant au moins égal à six, comme on Ta vu dans le n* 20 

2^ ne peut pas être supposé moindre que |; en làisant donc ^s=:4oo, 

et supposant l'étendue de la variation diurne , d'un miUimètre , ce 
qui est à peu près ce que M. Ramond a trouvé dans nos climats, 
par la comparaison d'un très-grand nombre d'observations , on aura 

y«=4oo"'. Ainsi r=5=5, et^jpr est au moins égal à 67,5 j en fei» 
«wt doi^c 
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la probabilité précédente deyient au moio» 



1- — — T^-, 



»/ 
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Pintégrale étant prise depuis t=zy/^b jusqh'à /=oo. Cette inté- 
grale est à fort peu près, par le n* 27 du premier livîe^ 



^— 37>5 



et elle approche tellement de l'unité ou de la certitude ^ qu'A est 
extrêmement probable que s'il n'existait point de cause constante 
de l'excès observé de la somme des hauteurs barométriques du 
matin , sur celles des hauteurs du soir , cet excès serait plus petit 
que 4oo^; il indique donc ayec une extrême vraisemblance, 
l'existence d'une cause constante qui l'a produit. 

Le phénomène d'une variation diurne étant ainsi bien constaté, 
déterminons la valeur la plus probable de son étendue , et l'erreur 
que l'on peut commettre sur son évaluation. Supposons pour cela, 

que cette valeur soit 2 ± _ 5 la probabilité que l'étendue de la 

variation diurne du matin au soir , sera comprise dans ces limites , 
est, par le n"" 18, 

.fdr.c > 






If intégrale étant prise depuis r= o. 

On peut éliminer -r > ^n observant que par le n* ao , cette frap- 
tion est à peu près égale à -V- ; =t ^^ étant la différence de 

2 à l'étendue observée le (i+i)''"'jour, et le signe iSs'étendant a 

toutes les yaleors de i > depuis i s= o jusqu'à t ss £— i ; en feisant 

donc ___« 

'./^^ 
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la probabilité que l'étendue de la Tariation diurne du tnatin au 

«oir , est comprise dans les limites ~ ± —z. . y-— — >* sera 



Vs 



a 



y=r.fdt.(r^^\ Tintégrale étant prise depuis t nul. 

La variation diurne des hauteurs du baromètre , dépend unique» 
ment du soleil ; mais ces hauteurs sont encore affectées par les 
marées aériennes que produit l'attraction du soleil et de la lune 
sur notre atmosphère y et dont j'ai donné la théorie dans le qua- 
trième livre de la Mécanique Céleste. Il est donc nécessaire de 
considérer à la fois ces deux variations , et de déterminer leurs 
grandeurs et leurs époques respectives , en formant des équations 
de condition analogues à celles dont les astronomes font usage y 
pour corriger les éléméns des mouvemens célestes. Ces variations 
étant principalement sensibles à l'équateur y et les causes perturba* 
trices 7 étant extrêmement petites ; on pourra^ au mojeA d'excel-^ 
lens baromètres , les déterminer avec une grande précision ; et je 
ne doute point que l'on ne reconnaisse alors y dans l'ensemble d'un 
très-grand nombre d'observations , les lois qu'indique la théorie de 
la pesanteur dans les marées atmosphériques, et qui se mani^ 
festent d'une manière si frappante dans les observations des marées 
de l'Océan , que j'ai discutées avec étendue , dans le livre cité da 
la Mécanique Céleste, 

On voit, par ce qui précède, que l'on peut reconnaître Peflfet 
très-petit d'une cause constante , par une longue suite d'observa- 
tions dont les erreurs peuvent excéder cet effet lui-même. Mais 
alors , il faut avoir soin de varier les circonstances de chaque ob* 
servation , de manière que le résultat moyen de leur ensemble j 
n'en soit point altéré sensiblement, et soit presqu'entièrement 
l'effet de la cause dont il s'agit : il faut ensuite multiplier les obscr-i 
vations, jusqu'à ce que l'analyse indique une très-grande probabi- 
lité que l'erreur de ce résultat sera comprise dans des limites très* 
rapprochées. 

Supposons , par exemple, que l'on veuille reconnaître par l'obser- 
vation, la petite déviation à l'est, produite par la rotation de la terr^ 
dans la chute des corps. J'ai fait voir dans le dixième Livre de la 
Mécjmique Céleste, que â du sonamet d^une tour fort élevée, on 

dbandonuQ 
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abandonne un corps à sa pesanteur ; il retombera sur un plan 
horizontal passant par le pied de la tour, à une petite distance à 
Test du point de contact de ce plan avec une boule suspendue par 
un fil dont le point de suspension est celui du départ du corps. J'ai 
donné dans le Livre cité, Texprefesion de cette déviation, et il on 
résulte qu'en &isant abstraction de la résistance de l'air , elle est 
uniquement vers l'estj qu'elle est proportionnelle au cosinus de la 
latitude , et à la racine carrée du cube de la hauteur, et qu'à la latitude 
du point de départ , elle s'élève à 5,i millimétrés , lorsque la hau- 
teur de la tour est de 5o mètres. La résistance de l'air change ' 
ce dernier résultat : f en ai donné pareillement l'expression dans 
ce cas , au Livre cité. 

On a déjà fait un grand nombre d'expériences pour confirmer ^ 
par ce moyen , lé mouvement de rotation de la terre , qui d'ailleurs 
est démontré par tant d'autres phénomènes , que cette' confirmatioa 
devient inutile. Les petites erreurs de ces expériences très-délicates, 
ont souvent excédé l'effet que l'on voulait déterminer; et ce n'est 
qu'en midtiplismt considérablement les expériences , que l'on peut 
ainsi constater son existence et fixer sa valeur. Nous allons sou- 
mettre cet objet à l'analyse des probabilités. 

Si l'on prend pour origine dos coordonnées , le point de contact 
du plan et de la boule suspendue par un fil dont le sommet de 
suspension est celui du départ d'une balle que l'on fait tomber j 
si l'on marque ensuite sur ce plan , les divers points où la balle va 
toucher le plan dans chaque expérience ; en déterminant le centro 
comimun de gravité de ces points , la ligne menée de l'origine des 
coordonnées à ce centre, déterminera le sens et la quantité moyenne 
dont la balle s'est écartée dç cette origine; et l'un et l'autre seront 
déterminés avec d'autant plus d'exactitude , que les expériences 
iseront plus nombreuses et plus précises. 

Considérons maintenant , comme axe des abscisses , la ligne 
menée de l'origine des coordonnées ^ à l'est ; et ^désignons par 
Xjjc^'\ x^'^. • •x^'^'^jy^j^^y^^-f • .j^^'^^Ues coordonnées respectives 
des points déterminés par les expériences . dont le nombre est «. 
En exprimant par X et F les coordonnées diu centre de gravité dû 
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loua cM i^mtiB ; on a«rA 

m m 

le signe S s^étejidàut à toutes les râleurs de i, depuis isssojtisqtfà 
if = ^ — 1 J Cela posé , en désignant par dta les limites àes erreurs 
de cbae[Qe eipérience, daûs le sens des x j la probabilité qitte Pécari 
moyen, de la balle , du point origine des coordonnées , est cômpti^ 
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f el i'^ étant dès constantes qm dopeadént de la foi dé &i^0^^ 
erreur» d» diaqiie eiq>értence dansr le sens des or» 
. PareiUesâent j dt d étant les limite» des erreurs 4<^ «baquei»-^ 
périence distns^ le sens des .7;^^ la probabilité qu^^ kà yaSsur mo jeiua^ 
4e la déviation dans ie senS' deis^^t «M! eomf«*ise dim^ fes.]imke» 

rrfc-?^^,8era 






% et î^'^étaiit dfes^ constantes dépendantes de la loi de^érfCliAls^ êtM KtJ gS^ 

... k f 

^riebees dans (e sens des j^».Lesftftctions2j^ ^^^ âant^ far ee ^ 

précède, plus grandes que f; on pourra )uger dudegfé d^approstbtm- 
•tton et de probabilité des valeurs de X et de I^, et déletuitaier la 
probabilité de l'écart au sud et au nord^in^quépar les observations. 
L'analyse précédente peut encore être appliquée à la reclkef cbe 
4m petites àiiégaUtés des^ ttiowremen» célestes, dont Féttâdoe est 
eotnj^rise daBRs ^^initess soit dm erreurs des obseryatbms^soît 
'àes pertbrbaëons pirodkiites par* les oauses ^cddentellesii. d^i k 
pea )[^ès àini que TiclM)^R[>ahé reconnut que IVéquatioa dU tema^ 
-rclAtive AU 0<ril«l et atitt {^Mâtes ; n'était point^aj^cabie à la bine^ 
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«t qu'il fallait en retrancher la partie dépendante de l'anomalie du 
soleil , et même une quantité beaucoup plus grande ; ce qui conduisit 
Flamsieed à la découverte de l'inégaliLé lunaire que Ton nomme 
équation annuelle. C'est encore dans les résultats d'un grand nombre 
d'observations, que Mayer reconnut que l'équation de la proces- 
sion , relative aux planètes et aux étoiles , n'était point applicable 
à la Uuie; il évalua à la" décimales environ, la quantité dont il 
fallait alors la diminuer , quantité que Mason éleva ensuite à prés 
de at", par la comparaison de toutes les observations de Bradiejr, 
et que M. Burg a réduite à ai", au niojcn d'un bien pkis grand 
nombre d'observations de Maskeline. Cette inégalité, quoiqu'indi- 
quée par les observations, était négligée par le plus grand nombre 
des astronomes ; parce qu'elle ne paraissait pas résulter de la 
théorie de la pesanteur universelle. Mais ajant soumis son exis- 
tence au calcul des probabilités , elle me parut indiquée avec une 
probabilité si forte , que je crus devoir en rechercher la cause. Je 
vis bientôt qu'elle ne pouvait résulter que de l'ellipticilé du sphéroïde 
terrestre, que l'on avait négligée jusqu'alors dans la théorie du 
mouvement lunaire , comme ne devant y produire que des Termes 
insensibles ; et j'en conclus qu'il était extrêmement vraisemblable 
que ces termes devenaient sensibles par les intégrations successives 
des équations différentielles. Ayaut détcrmiué ces termes par une 
analyse particulière, que j'ai exposée dans le septième Livre de 
la Mécanique Céleste; je découvris d'abord l'inégalité du mouve- 
ment de la lune en latitude, et qui est proportionnelle au sinus de 
sa longitude : par son moyen, je reconnus que la théorie de la pesan- 
leur donne cftectivement la diminution observée par les astronomes 
cités, dans l'inégalité de la précession, applicable au mouvement 
lunaire en longitude. La quantité de cette diminution, et le coeffi- 
cient de l'inégalité en latitude dont je viens de parler, sont donc 
très-propres à déterminer l'aplatissement de la terre. Ayant fait 
part de mes recherches à M. Burg qui s'occupait alors de ses Tables 
de la Lune; je le priai de déterminer avec «n soin particulier, les 
coefîiciens de ces deux inégalités. Par un concours remarquable , 
les coefîiciens qu'il a déterminés , s'accordent à donner à la terre , 

l'aplatissement ^ , aplatissement qui di^c peu du milieu conclu 
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des mesures des degrés du méridien et du pendule ; mais (pit Ttl 
l'influence des erreurs des observations et des causes perturba- 
trices , sur ces mesures, me paraît plus exactement déterminé par les 
inégalités lunaires. M. Burckhardt qui vient de former de nouvelles 
Tables de la Lune, très-précises, sur Tensemble des observations 
de Bradlej et de Maskeline, a trouvé le même coefficient que 
M. Burg, pour Pinégalité lunaire en latitude : il trouve un trente-qtia- 

trième à ajouter au coefficient de l'inégalité en longitude , ce qui 

• 

réduit Taplatissement à 5—^ par cette inégalité. La diffiîrence très- 
légère de ces résultats , prouve qu'en fixant à ^^ , cet aplatisse- 
ment , l'erreur est insensible. ' 

- L'analyse des probabHités m'a conduit pareillement à la causi^ 
des grandes irrégularités de Jupiter et de Saturne. La difficulté d'en 
Teconnaitre k loi , et de les ramener à la théorie de l'attraction 
irniverselle , avait ^it conjecturer qu'elle» étaient dues aux actions 
passagères des comètes ; mais un théorème auquel j'étais parvenu 
«ur Fattraction mutuelle des planètes , me fit rejeter cette hjpor 
dthèse,enii^'indiquant l'attraction mutuelle des deux planètes, comme 
•la vraie cause de ces irrégularités. Suivant ce théorème , si . le 
^mouvement de Jupiter s'accélère en vertu de quelque grande iné- 
^galité à très-longue période ; celui de Saturne doit se ralentir. de la 
-même .manière, et Cje ralentissement est à l'accélération de Jupiter , 
'comme le produit de la masse de cette dernière planète , par. la 
•racine carrée, du grand axe de son orbite, est au produit sem- 
rj^lable relatif à Saturne. Ainsi en prenant pour unité , le ralentisse- 
.ment.^ Sa^tiurne, l'accélération correspondante de Jupiter, doit 
- être o,4o884 j . pr Ha^ey avait trouvé , par la comparaison des 
observations modernes auxancieivnes, que l'accélération de Jupiter 
correspondait au ralentissement de Saturne , et qu'elle .était o,4485à3 
de ce ralentissement. Ces résultats, si bien d'accord avec Ja théorie, 
« me portèrent à penser qu'il existe dans les mouvemens de ces pla- 
nètes , deux grandes inégalités correspondantes et de signe coo- 
, traire, qui produisaient ces phénomènes. J'avais reconnu que 
l'action' mutuelle des planètes ne pouvait point «occasionner dans 

leurs moyens mouyemens ; des variations toujours croissantes; ou 
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périodiques , mais d'une période indépendante de leur canfiguration 
mutuelle ; c'était donc dans le rapport des moyens mouvêmens de 
Jupiter et de Saturne , que je devais chercher celle dont il s'agit j 
or en examinant ce rapport , il est Êicile de reconnaître que deux 
fois le moyen mouvement de Jupiter ne surpasse que d'une quan- 
tité très-petite, cinq fois celui de Saturne; aixfôi les inégalités qui. 
dépendent de cette différence , et dont la période est d^enviroâ 
neuf siècles , peuvent devenir fort grandes par les intégrations, 
successives qui leur donnent pour diviseur , le carré du coefficient 
très-petit du tems , dans l'af gument de ces inégalités. En fixant ver», 
l'époque de Tycho-Brahé, l'origine de cet argument; je voyais que^ 
Halley avait dû trouver par la comparaison des observations, 
modernes aux ancienneis , les altérations qu'il avait observées y 
tandis que la comparaison des observations modernes entre elles^ 
devait présenter des altérations contraires et pareilles à celles que. 
Lambert avait remarquées. L'existence des inégalités dont je viens 
de parler, me parut donc extrêmement vraisemblable, et je n'hésî-^ 
tai point à entreprendre le calcul long et pénible , nécessaire pour 
m'en assurer" complettement. Le résultat de ce calcul", non-seule^ 
ment les confirma , mais' il me fit connaître beaucoup ' d'autre^ 
inégalités dont l'ensemble a porté les Tables de Jupiter et do 
Saturne, au degré de précision des observations memes^ '\ 

On voit par là combien il iaut être attentif aux indications dé 
la nature , lorsqu'elles sont le résultat d'un grand nombre d'obser- 
Tations,quoique d'ailleurs elles soient inexplicables par les moyens 
connus. J'engage ainsi les astronomes à suivre avec une' atten-^ 
tion particulière, l'inégalité lunaire à longue période, qui dépend 
principalement du mouvement du périgée de la lune, ajouté aii 
double du moyen mouvement de ses nœuds ; inégalité dotit j'ai 
parié dans le septième Livre de la Mécanique Céleste, et que 
4iéjà les observations indiquent avec beaucoup de vràrsembtahce. 
Les cas précédens ne/sont pas les seuls dans lesquels les observa- 
tions ont redressé les analystes. Le mouvement du périgée lu- 
naire et l'accélération du mouvement de la liine,. qui n'étaient 
point donnés d'abord par les approximations,' ont fait sentir 
la nécessité de rectifier ces approximations. Ainsi ^ l'on petit 
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dire que la nature cfle^néme a concoura à la perfection analytique 
des théories fondées &wr le principe de la pesanteur uiii\rerselle ; et 
cfest à mon sens , une des plus fiertés preuves de la vérité de ce' 
principe ackniraide. 

On peut encore , par Tanaly se ^tes probabilités , vérifier Fexistence 
ou TiiÀuence de certaines causes dont on a cru remarquer Faction 
énr les êtres organisés. De tous les instrumans <fue nous pouvons 
emptejer pour connaître les agens imperceptibles de la nature, les 
plus sens3)les sont les nerfe j sintoi:^ lorsque lenr sensibilité est 
exadtée par des circonstances particulières. Cei^t à leur mojen , 
que Pon a découvert la SaÂiAe ^edaicité ^que développe le contact 
de deux métaux hétérogènes ; œ qui , a ouvert un champ vaste 
aux recherches des physideiœ et des diimistes. Les phénomènes 
singuliers qui résultent de Pextrême sensibffîté des norfe dans quel* 
^es individus , ont donné naissance à diverses opinions sur Vem^ 
tence d'un nouvel agent que f on a nommé magnétisme rnimolj sur 
Faction du magnétisme ordinaire et Pinfluence du .soleil et de la 
lune, dans quelques aflèctions nerveuses ; enfis , sur les im|»^es8ions 
que peut faire naître la proximité des mâaux on d'une eau cou* 
rante. U «st naturel de penser que Faction de ces causes est 
très-£iihle , et peut facâement être troublée par un grand nombre 
de circonstances accidentelles ; ainsi «de ce que , dans quelque 
cas , tUe ne s'est pMit naanifiastée, on ne doit pas conclure 
4^'eUe n'exiate îamaîs. Nous sommes si ék»gnés de oonnaitre tous 
les agens de ia nature y qn^il serait peu philosophique de nier Texia- 
tence des phéncnnènes, umquement parce qu% scMit inexplicables 
dans Fétat actuel de nos connaissances. Seulement nous devons 
les examiner avee éne attention d'autant plus scmpideuse » qu'il 
parait plus difficile de les admettre; et c'est ici que Fanàljse des 
fnrohabilités devient indispensable pour déterminer jusqu'à quel 
{K)int il Ëiut muitipher les olmervationS ou les expériances.» pour 
avoir en &veur de Fexistence des agens qu'elles sentent indf- 
^er, une probabilité supérieure à toutes les raisons que l'on peut 
javoir d'aâleurs dé la rejeter. 

La même analyse peut être étendue aux divins resultab de b 
^ffiédecine et de l'économie politique ^ et même à l'influence des 
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causes morales; car Taction de ces causes, lorsqu'elle est répétée 
un grand nombre de fois, offre daus ses résultats, autant de r^gu^- 
brité , qfue les causes physiques^ 

On peut encore déterminer par l'analyse des^ probabilîfés , corn- 
Jiarée à Uu gr^nd nombre d^expériences , l'avantage et le désavan- 
tage des joueurs , dans les cascbntla complication rend impt>ss3>Itr 
leur rechercÈte directe. Tel est l'avantage de la main, au jeu du^ 
J)îquet i telles sont encore les possibiBtés respectives tf isdïiener le^ 
diffiërentfes faces d'un prisme droit rectangulaire, dont la longueur, 
la largeur et la hauteur sbnt inégales ; lorsque le prisme projeté 
eirfair, retombe sur un pbn borizontaL 

Enfin , oa pourrait &ire usage du calcuf des probabilités , pour 
rectifier les courbes ou carrer leurs surfêiees. Sans doute , les géo- 
mètres n'einploiront pas ce moyen ; mais comme il me donne lieu 
dé parler d'an genre purrîctdier de combinaisoas du hasard , fb vai^ 
f exposer en peu de mots;. . 

Imaginons un.pIaB divise par des Egnes parafléfes , équidistanteB 
4e la quantité af concevons de plus un cylindre très-étroit dpnt 
2r soit là longueur^ su{^osée égale ou moindre qiie a. On demanda 
la probabilité qu'en le projetant, É rencontrera une. des divisions 
du plan. 

Elevons sur un point quelconque d^une de ces divisions, une per- 
pendicufeire proliDDgée jusqu'à là division suivante. Supposons^pie 
le ceatre do cylindre «oit smr cette pefpendidiitoîrey et à laliMitetnr 
jr au-dessus de la première de ces deux fiviaifinf . £n £daant tour^ 
ner le cylindre autour de son centre ,. et nommant ^ Tangle que le 
cylindre Mf avec la perpendiculaire) au moment où il rencontra 
cette cSvisiôn; ap sera là partie de la circonférence décrite paf 
chaque extrémité du cyUnâre , dams bquelle ii rencontre h: révi- 
sion.; la somme de toutes' ces parties sera donc' 4/^cg^, oo 
'4^ — 4jfjK£/^ } or oii a^s^r.cosf ; cette somme est donc 

4f ./ -M 4r.siflL i^-îh^MUBtante. 

Pour détwmkier cette constante , nous observerons que Tintégralo 
doit s'étendre depuis j^ nul jusqu'à j^ ss T; et par conséquent depuis 



S6o THÉORIE ANALYTIQUE 

^ =r - jusqu'à ^ = o , ce qui donne 

constante =::4r; 

« 

ainsi la somme dont il s'agit est kr. Depuis yi=^a — r jusqu'à 
^ = a > le cylindre peut rencontrer la division suivante , et il est 
visible que la somme de toutes les parties relatives à cette ren^ 
contre , est encore 4r j 8r est donc la somme de toutes les parties * 
relatives à la rencontre de l'une ou l'autre des di visipns par le , 
cylindre , dans le mouvement de son centre le long de la perpcn- • 
diculaire. Mais le nombre de tous les arcs qu'il décrit en tourogjit . 
ei)^ entier sur . lui-même , à chaque point de cette perpendicûlsve , 
est ^c^) ç'eâjt. le pombre de toutes les combinaisons possibles ; ^ 
la probabilité de la rencontra d'une des divisions du plan par le 

AT 

cylindre, ejrt donc ^ Si l'on ptx>jéttexui grand nombre de fois c^ 

cylindre , le rapport du nombre de fois où le cylindre rencontrera 
l'Une dès divisions du plan , au nombre total des projeciioiis, sera 

perle n* i6,à très^^peuprèd, la valeur de -^v<^ <iui fera connaître 



CTT 



la valeur de la circouferetace aTr. On aura , pai* le mâne nùînérdl, 
la probabilité que rèrrèur de cette' valeur sera* coiiiprîse dans ^ 

des limites données ; ^'et il est fedle de voir que Ife' rapport' 

• ■ ■.-'■- 

^qui, pour un nombre doxmé de projections ^ rend Terreur. 4. 

craindre la plus . petite y est hmité; ce qui donne la longueur du 
cylindre égale à l'intervalle des divisions. 



* • » 



1 • 

Concevons maintenant le plan précédent divisé encore par des 

lignes perpendiculaires aux précédentes, et équidistàntes d'une 

quantité 6 égale ou plus grande que la longueur ardu cylindre^ 

'Toutes ces lignes formeront avec les premières , une suite de 

rectangles dont b sera la longueur et a la hauteur. Considérons 

un de ces rectangles ; supposons que dans son intérieur , on mène 

à la distance r de chaque côté , des lignes qui lui soient parallèles* 

mies forpieront d'abord un rectangle intérieur, dont b^ — ar sera 

la longueur, et a — ar la hauteur. Ensuite deux petits rectangles, 

dont r sera la hauteur^ .et ^ — ^rla longueur ; puis deux autres 

petits 
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ptlits rectangles dont r sera la longueur, et a— ar la hauteur ; enfin , 
quatre petits carrés dont les côtés seront égaux à r. 

Tant que le centre du cylindre sera placé dans le rectangle 
intérieur , le cylindre en tournant sur son centre , ne rencontrera 
jamais les côtés du grand rectangle. 

Lorsque le centre du cylindre sera placé dans Pintérieur d'un des^ 
rectangles dont r est la hauteur et ô — ar la longueur;. il est facile 
de voir par ce qui précède, que le produit de 8r, par la longueur 
i— ar, sera le nombre des combinaisons correspondantes , dano* 
lesquelles le cylindre rencontrera l'un ou l'autre des côtés b du 
grand rectangle. Ainsi 8r.(A— ar) sera le nombre total des combi- 
naisons correspondantes aux cas dans lesquels le centre du cylindre 
étant placé dans l'un ou l'autre de ces petits rectangles, le cy- 
lindre rencontre le contour du grand rectangle. Par la même raison^ 
8r. (a— ar) sera le nombre total des combinaisons dans lesquelles 
le centre du cylindre étant placé dans l'intérieur des petits rec- 
tangles dont r et a — • ar sont les dimensions , le cylindre rencontre 
le contour du grand rectangle. 

Il nous reste à considérer les quatre petits carrés. Soit ABCD 
l'un d'eux. De l'angle A commun à ce carré et au grand rec- 
tangle , conune centre , et du rayon r , décrivons un quart de 
circonférence , se terminant aux points B et D. Tant que le 
centre du cylindre sera compris dans le quart de cercle formé 
par cet arc, le cylindre en tournant, rencontrera dans toutes ses 
positions , le contour du grand rectangle ; le nombre des combi- 
naisons dans lesquelles cela aura lieu , est donc égal au produit 
de a^r par la surface du quart de cercle , et par conséquent il est 

égal à — ^. Si le centre du cylindre est dans la partie du carré 

qui est au-delà du quart de cercle ; le cylindre en tournant autour 
de son centre , pourra rencontrer l'un ou l'autre des deux côtés 
JB et AD prolongés , sans jamais les rencontrer tous deux à la 
fois. Pour déterminer le nombre des combinaisons relatives à 
cette renconfre , je conçois sur un point quelconque du côté ABj 
distant de x du point A , une perpendiculaire y dont re;Ktrémité 
soit au-delà du quart de cercle. Je place le centre du cylindre sur 
cette extrémité de laquelle j'abaiss^e quatre droites égales à r, çt 

46 
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dont deux aboutissent sur le côté AB prolongé , si cela est néces^ 
saire, et deux autres sur le côté -<^Z? pareillement prolongé. Je nomme 

, fl^ Tangle compris entre les deux premières lignes , et %^' Tangle 
compris entre les deux secondes. Il est visible que le cylindre en 
tournant sur son centre , rencontrera le côté AB prolongé , tant 

. qu'une de ses moitiés sera dans l'angle a^ , et qu'il rencontre le 
côté AD prolongé , tant qu'une de ses moitiés sera dans l'angle %^'\ 
le nombre total des conïbinaisons dans lesquelles le cylindre ren- 

; contrera l'un ou l'autre de ces côtés , est donc 4 . ( ^ H- ^') ; ainsi ce 

I nombre, relativement à la partie du carré, extérieure au quart de 

, cercle, est 

or on a évidemment, 

r 

xssir.cos^', j^ssr.cos^; 
rîntégrale précédente devient ainsi , 

4r»-/( ç 4- ^') . rf(p . cf^' . sin (p sinç' j 

él il est facile de voir que l'intégrale relative à cp', doit être prise 
«depuis ^'s=o jusqu'à ^'=^— ^, et que l'intégrale relative à ç 

•doit être prise dépuis ^ = o j usqu^à ^ = - ; ce qui donne î r* . (i a — tt^) 

•polir cette intégrale. En lui ajoutant , on aura le nombre des 

combinaisons relatives au quarré^ et en quadruplant ce nombre , 
et le réunissant aux nombres précédens des combinaisons rela- 
^tives à la rencontre du contour du grand rectangle, par le cybudre^ 
on aura , pom: le nombre total des combinaisons, 

8.(a + ô).r— 8r». 

Mais le nombre total des combinaisons possibles , est évidenunent 
6gal à 2ir mtdtiplié par la surface ab du grand rectangle; la 
.probabilité de la rencontre des divisions du plan par le cylindre , 
est donc 
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CHAPITRE VI. 

De la probabilité des causes et des éçénemens futurs , 

tirée des éi^nemens observés. 

fi6. XJA probabUité de la plupart des événemens simples, est 
inconnue : en la considérant d priori , elle nous paraît susceptible 
de toutes les valeurs comprises entre zéro et Tunîté; mais si Fon 
a observé un résultat composé de plusieurs de ces événemens j 
la manière dont ils j entrent , rend quelques-unes de ces valeurs 
plus probables que les autres. Ainsi à mesure que le résultat ob- 
servé se compose par le développement des événemens simples , 
leur vraie possibilité se fait de plus en plus connaître , et il devient 
de plus en plus probable qu'elle tombe dans des Umites qui se res- 
serrant sans cesse, finiraient par coïncider, si le nombre des évé- 
nemens simples devenait infini. Pour déterminer les lois suivant 
lesquelles cette possibilité se découvre, nous la nommerons x. La 
théorî% exposée dans les chapitres précédens, donnera la proba^ 
bilité du résultat observé, en fonction de x. Soit;^ cette fonction; 
si l'on considère les différentes valeurs de x comme autant da 
causes de ce résultat, la probabilité de x sera, par le troisième 
principe du n"" i , égale à une fraction dont le numérateur est y | 
et dont le dénominateur est la somme de toutes les valeurs de y ; 
en multipUant donc te nymérateiur et le dénominateur de cettQ 
firaction par cbp> cette probabilité sera 

ydx 
pi* 

l'intégrale du dénominateur étant prise depuis x^o jusqu'à 5f=u 
La probabilité que la valeur de x est comprise d^ms les limites 
0? s^O et a: =26', est par conséquent égale à 

^y^ (1) 
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Pintégrale du numérateur étant prise depuis ^= fl jusqu^a ^=îfl', 
et celle du dénominateur étant prise depuis ^=0 jusqu'à •rssi. 

La valeur de x la plus probable , est celle qui rend j^ un maximum» 
Nous la désignerons par a. Si aux limites àe x jjr est nul , alors 
chaque valeur de ^ a une valeur égale correspondante de Tautre 
côté du maximum* 

Quand les valeurs de x , considérées indépendamment du résultat 
observé, ne sont pas également possibles; en nommant z la fonc- 
tion de X qui exprime leur probabilité ; il est facile de voir, par 
ce qui a été dit dans le premier chapitre .de ce Livre , qu'en chan* 
géant dans la formule (1), y dansj^z, on aura la probabilité que 
la valeur de x est comprise dans les limites :r = fl et x:=zff. Cela 
revient à supposer toutes les valeurs de x également possibles 
Â priori^ et à considérer le résultat observé, comme étant formé 
de deux résultats ind^endana, dont les probabilités sont y et r. 
On peut donc ramener ainsi tous les cas à celui où l'on suppose 
à priori , avant f événement, une égale possibilité aux différentes 
valeur3 de ^ , et par cette raison , nous adopterons cette hypo- 
,thése dans ce qui va suivre* 

Nous avons donné dans les n*** ask et suivans du premier D'vfe , 
les formules nécessaires pour déterminer par des approximations 
convergentes, les intégrales du numérateur et du dénominateur de 
\k formule (1) , lorsque les événemens simples dont se compose 
l'événement observé, sont répétés un très-grand nombre de fois ; 
car alors y a pour facteurs , des fonctions de oc élevées à de grandes 
puissances. Nous allons, au moyen de ces formules, déterminer la 
loi de probabilité des valeurs de x, à mesure qu'elles s'éloignent 
de la valeur a , la plus probable , ou qui rend^^ un maximum. Pour 
cela , reprenons la formule (c) du n* 27 du premier Livre , 

O-^ ^r. /^-^ 7^ ^'-^ , /^. , % dKU^ ♦ 7 / X 

+ r-^^-l^r-^-TX^*+(^+0-7:^x^-etc.}; {2) 
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viennent i^ , "37' • "3?") ^^^-j lorsqu'on y change après les cli£fê- 
l'entiations , a; en a , a étant la valeur de a: qui ren4j<^ un maximum: 

T est égal à ce que devient la fonction y/log Y — logj^, lorsqu'on 
change x en a — fl dans y y et T^ est ce que devient la même 
fonction , lorsqu'on y change x dans a + fl'. L'expression précé- 
dente àiefydx donne la valeur de cette intégrale, dans les limit^ 
x^=^a — fl et x=:a4-fl'j l'intégrale /ctt.c-** étant prise depuis 
t-=z — T jusqu'à t=^T. 

Le plus souvent, aux limites de l'intégrale fydx^ étendue depuis 
rc=o jusqu'à a:=i,j^ est nulj ou lorsque^ n'est pas nul, il 
devient si petit à ces limites , qu'on peut le supposer nul. Alors y 
.on peut faire à ces limites T et 2" infinis , ce qui donne pour l'inté- 
grale j^^^x, étendue depuis a;s=so jusqu'à op = i , 

ainsi la probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites 
a:=a — fl et a: = a +9', est égale à 

l.^..{^-_!r.^+(2«+.).,|^-etc.} 

:-;-^'-{^H-r.;^+(r-+.).;:&^+e.c.} 

On voit parle n* aS du premier Livre, que dans le cas où^ a pour 
facteurs, des fonctions de x élevées à de grandes puissances de 

l'ordre - , et étant Une fraction extrêmement petite , alors U est 
le plus souvent de l'ordre |/Â, ainsi que ses difierences succes- 
sives; t7, -^ , Âc^ ' > ^*^' ^^^'' respectivement des ordres v/*, 

a , a* , etc. ; d'où il suit que la convergence des séries de la for- 
mule (5) , exige que jT et y ne soient pas d'un ordre supérieur 



v^ 



/dt.c-'* 



;(3) 



a 



v< 
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Si Ton suppose fl = 6' ; alors on a à fort peu prés Ts= 7*, et la 
formule (3) se réduit, en négligeant les termes de l'ordre a, à Tin- 



tégralc ^ - '^i- , prise depuis f=-^ 2* jusqu'à t=:T yCe qui revient 

Y TT 

en négligeant le carré de la différence T^ — T*, à doubler riatê- 
grale précédente , et à la prendre depuis t nul jusqu'à 



V- 



or on a 

2*=Iog r— log^, 

et l'on peut supposer 

log^c=i.log^, 

r 

^ étant une fonction de a: ou de a—- 0, qm ne renferme plus de 
facteurs élevés à de grandes puissances ; en nommant donc 

*'5"'3?* etc., ce que deviennent^ lorsque fl est nul, ^^^* 
2^, etc.; en observant ensuite que la coikUti<m de F ou ^^ un 
maximum y donne 5z = o, on aura 

En changeant 6 dans — 9 , on aura la valeur de aT^^y on aura dofic^ 
en négligeant les termes de l'ordre a*, 



ic,(r*+ro n. dJ^ 
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partant 



Faisons 



a«>.dU?* • 



v/^--î^-v/- 












la probabilité quQ la valeur de x est comprise dans les limiter 



a±— T— , sera 
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Fintégrale étant prise depuis f es o , et pouvant être obtenue 
d'une manière fort approchée, par le« formules du n* 217 du prer 
mier livre. 

11 résulte de cette expression , que la valeur de x la plus pro- 
bable est a, ou celle qui rend l'événement observé, le plus pro- 
bable; et qu'en multipliant à l'infini les événemens simples doût 
l'événement observé se compose , on peut à la fois resserrer leê 

limites a ;db~-^ , et augmenter la probabilité que la valeur de x 

tombera entre ces limites; ensorte qu'à l'infini , cetintervalle devient 
nul , et la probabilité se confond avec la certitude. 

Si l'événement observé dépend d'événemens simples de deux 
différens genres , en nommant x et x' les possibilités de ces deux 
genres d'événemens , on verra par les raisonmemens précédens , 
que j" étant alors la probabilité de l'événement composé , lafracticiA 

ffydx.djf > W 

sera la probabilité des valeurs simultanées de x et de j/, les inté^ 
grales du dénominateur étant prises depuis ar= o jusqu'à x= i, 
et depuis a:'=o jusqu'à x'= 1. En nommant a et a' les valeurs 
de a: et de a/ qui rendent y im maximum , et faisant xz=ia +fl , 
x' = a'-t- ô'> on trouvera, par l'analyse du n* 37 du premier livre , 
que si l'on suppose 

fddY 

6 



ô_ J 7353^ fl, fez?) , / ZT" 



& 



\/-'y(f-ë) 



'. V (ïf) • (zp^) "" (jïS?) = ^> 
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la fraction (4) prendra cette forme 



dt.M .6 



.— t* 



TT* 



Les intégrales du dénominateur doivent être prises depuis /sss— oa 
jusqu'à t:=oo^ et depuis ^= — oo jusqu'à ^=00; car les inté- 
grales relatives à x et x' (Je la fraction (4) étant prises depuis ar=o 
et x' = o jusqu'à x et a/ égaux à l'unité, et à ces limites, les va- 
leurs de 6 et de 6' étant -—a et 1 —a; —a' et 1 — a\ les limites 
de ^ et de ^ sodt égales à ces dernières limites multipliées par de3 

quantités de l'ordre — i=- : ainsi l'exponentielle cr-"**— ^* est excessif 

vement petite à ces limites , et l'on peut sans erreur sensible , 
étendre les intégrales du dénominateur de la fraction précédente , 
jusqu'aux valeurs inQnies positives et négatives des variables t et^; 
ce dénominateur devient ainsi égal à ^ ; et la probabilité que les 
valeurs de O' et de 9 sont comprises dans les limites 



. //dd¥\ /ddY\ /ddVy* 



est égale à 



-•/jâtndl! . 



les intégrales étant prises depuis t et t^ nuls. 

On voit par cette formule, que dans le cas de deux genres 
dififerens d'événemens simples , la probabilité que leurs possibilités 
respectives sont celles qui rendent l'événement composé , ie plus 
probable , devient de plus en plus grande , et finit par se confondre 
avec la certitude ; ce qui a lieu généralement pour un nombre quel- 
conque de genres ditFérens d'événemens simples, qui entrent dans 
l'événement observé. 

Si 
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Si Ton conçoit une lime renfermant une infinité èe boules de 

plusieurs couleurs difiPérentes , et qu'après en avoir tiré un grand 

nombre n , p sur ce nombre , aient été de la première couleur , 

q de la seconde , r de la troisième , etc. ; en désignant par x , x\ 

x"y etc. les probabilités respectives d'amener dans un seul tirage, 

une de ces couleurs , la probabilité de Pévéneinent observé sera le 

terme qui a pour Ëicteur af.a/Ux^^'.eic.y dans le développement du 

polynôme 

(j» + a7' + x"+etc.)«, 
où Ton a 

x-l- 0^ + 0:"+ etc. = 1 , 

/^ + y + '^ + etc. =s Tî j 

4on pourra donc supposer ici jrs=zaf.x'^.x^'^.etc.; et alors on a 
pour les valeurs de x^ x\ ^\ etc.. qui rendent révénement observé 
le plus probable , ^ 

X "Ss "■ • X Ml II ~" • x> •■— w "■ « eiv* 
n' n' n^ 

Ainsi les valeurs les plus probables sont proportionnelles aux 
nombres des arrivées des couleurs; et lorsque le nombre n est 
un grand nombre, les probabilités respectives- des couleurs, sont 
à très-peu près égales aux nombres de fois qu'elles sont arrivées ^ 
divisés par le nombre des tirages. > 

37. Pour donner une application de la formule précédente, 
considérons le cas où deux joueurs ^etB jouent ensemble avec 
cette condition , que celui qui sur trois coups en aura gagné deux, 
gagne la partie ; et supposons que sur un très-grand nombre n de 
parties , ^ en ait gagné un nombre i. En nommant x la probabilité 
de j4 pour gagner tm coup , et par conséquent 1 — a: , la probabi- 
lité correspondante de Jï ; la probabilité de j4 pour gagner une 
partie, sera la somme des deux premiers termes du binôme 
(a: 4-1 — xY 'y et la probabilité correspondante de B, sera la 
somme des deux derniers termes. Ces probabilités sont donc 
a?'. (5 — ax) et (1 — ar)*.(i-f-2x); ainsi la probabilité que sur n 
parties, ^ en gagnera f , et By n — /, sera proportionnelle à 
AT*'. (3 — 2^y.{i'r-oc)^r*'.{i + aar)"""'j en nonunant doncj^ cetto 

47 
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fonction, et a la valeur de x quiNla rend im maximum; la pro- 
babilité que la valeur de x est comprise dans les limites a — et 
a 4- 6, sera 

Fintégrale du numérateur étant prise depuis rr sr a — jusqu'à 
ar=:a+0, et celle du dénominateur étant prise depuis xsso jus- 
qu'à :v = 1 . Si Ton fait 

£ i ./ 

on aura par le numéro précédent , 

La condition du maximum àe y ou de 9, donne d!p=o; par 
conséquent a étant la valeur de x correspondante à ce maximum y 
on aura 

ai' ai' 3.(i— . a(i — 

a 3 — aa i — a i 4-aa ' 

d'où l'on tire 

i'=a*.(3— aa), i — i'=(i— a)*.(i+aa); 

ensuite on a 

— Af» i8 ,, 

'La probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites 
-pzr y sera donc , par le numéro précédent , égale à 

w — i8.r* 



V/x.(3— aa).(i-H3a) 



On verra facilement que ce résultat s'accorde avec celui que 
nous avons trouvé dans le n* i6, par une analyse naoins directe 
que celle-ci. 

La partie finit en deux coups , si ^^ ou ^ gagne les deux pre- 
ïoiers coups, le troisième coup n'étant pas joué, parce qu'il devient 
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ÎAutile. Ainsi les nombres des parties gagnées par Fun et Pautre 
des joueurs, n'indiquent pas le nombre des coups joués; mais ils 
indiquent que ce dernier nombre est contenu dans des limitei^ 
données , avec une probabilité qui croit sans cesse , à mesure que 
les parties se multiplient La recherche de ce nombre et de cette 
probabilité étant très-propre à éclaircîr l'analyse précédentej nous 
allons nous en occuper. 

La probabilité que A gagnera une partie en deux coups , est x*^ 
X exprimant, comme ci-dessus , sa probabilité de gagner à chaque 
coup. La probabilité qu'il gagnera la partie en trois coups, est 
aa:*.(i — x). La somme a:*.(3— ax) de ces deux probabilités , est 
la probabilité que A gagnera la partie. Ainsi pour avoir la proba-* 
bilité que sur i parties gagnées par le joueur A , 9 seront de deux 
coups , il Ëiut élever à la puissance i, le binôme 



a:*.(3— aa?) ^^ jr*.(3— aa:)' 
OU 

> 1- a.(i— x) 
3 — ax^^ S — ax * 

et le terme i — « + 1 du développement de oette ptdssaatie, sent 
cette probabilité qui est ainsi égale à 



i.a.3.. . .».a**'.(i — x) 



I— » f% ^v-* 



i.a.3«. . .<s.i.a.3. .. .(i — i).^ — ax)' 

Le plus grand terme de ce dével(^ement est, par le n* 16, 
celui dans lequel les exposans i et i — ^ du premier et du second 
terme du binôme sont à très - peu près dans le rapport de ces 
termes , ce qui donne 






3— 

Nous nommerons s* cette quanitité , et nous ferons 
on aura , par le n* 16, 
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pour la probal)ilité de s , correspondante à l'adresse x du jôneuf jf. 

On trouvera pareillement , que si l'on nomme z le nombre de» 

parties de deux coups , gagnées par le joueur B , sur le nombre 

n — i de parties qu'il a gagnées; la valeur de 2 la plus probable 



n — * 



sera ~ ; et qu'en désignant par z' cette quantité, et Êdsant 
la probabilité de z correspondante à x sera 



V fl*.(ii — i— a).» 

Le produit de ces deux probabilités est donc la probabilité corres- 
pondante à X j que le nombre des parties de deux coups , gagnée» 
par le joueur -^, sera *'+/, tandis que le nombre des parties de 
deux coups, gagnées par le joueur -ff , sera i'+Z'.Soit 
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f\ 9 



«n aura pour cette probabilité composée, 

W 

Il £iut multiplier cette probabilité par celle de or, qui, comme on 
Fa vu dans le numéro précédent , est -^^ ; le produit est 



t.- 



^-^,rf/.d/'.C-''^-^^*j (6> 



" fydx 

l'intégrale du dénominateuf doit être prise depuis jc = o jusqu'à 
a: = 1 ; et par le n* 37 du premier Livre , cette intégrale est à trè»- 
peu près , 

Si l'on nomme X la fonction 
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^l que Pon désigne par a' la valeur de x , qui rend Xy un maximum y 
et par X' et F', ce que deviennent JÇ et j^ , lorsqu'on y change 
jc en a'j on aura , par le numéro précédent, en faisant ar=a'+ 0, 



j/^ Vs7- ^"^^"^'^ = I^^ • ^ • 



c 



Il est facile de voir que a' ne diffère de la valeur a de jc^ qui 
rend j^ un maximum ^ que d'une quantité de Tordre «t, que nous 
désignerons par fa j en substituant dans F, a +/a au lieu de a\ 
pour en former Y\ et développant par rapport aux puissances de 

dV 

a, on verra que ^ étant nul, parce que F est le maximum de j^, 

Y' ne diffère de F, que de quantités de Tordre a ; ainsi Ton a , 
aux quantités près d'un ordre inférieur à celui que Ton conserve , 

dX' d^X^ 

et en observant que -^^73- et ^t^^ peuvent être négligées par rap- 

, dY' 

porta p^l 

O'.x'r _ d'Y 

iiX'r.dx^~ 2Y.dx*' 

la fonction (g) devient par là 

On doit dans cette fonction, supposer a: = a , ce qui donne, en 
substituant pour i^ sa valeur 7îa*.(5*— aa) , 

^ — 4/ia*.(i — a)' ^ — 4iia.(i — a)»' * 



Ensuite , x étant égal à a'+ 6 , il est égal à a +f(X + Ô j en né- 
gligeant donc les quantités de Tordre «, on aura 

Maintenant le nombre des parties de deux coups , étant 
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ce nombre sera 

Faisons 

et désignons par q^' la quantité 



,r.dx^£_^^?fcOT' 



qui , apr^s toutes les réductions , se réduit à 

9.(5— aQ).0+aa) 

la fonction (e') deviendra 

iln l'intégrant depuis /s= — oo jusqu'à /= oo , et depuis T = — oo , 
jusqu'à V^=zoo^ on aura la probabilité que le nombre des parties 
de deux coups , sera égal à 



3 -^ aa ' 1 -f- aa 

or on a 

Cette dernière intégrale, prise depuis /= — oo jusqu'à /s=oo, est, 
par ce qui précède, 



Vq+q"' 
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En la multipliant par dl\ et la mettant sous cette fonnei 

et l'intégrant depuis 2'=— âo iusqu'à /=s 00; on aura 



^qq'-i^'+qy' 



La fonction (c") intégrée par rapport à 2 et /', dans les limites infi- 
nies positives et négatives de ces variables , devient ainsi 






Ainsi la probabilité que le nombre de parties de deux coups, sera 
compris dans les limites 



+ 731^=*= '=»•(«•+ i--« )=*=*, 



3 — aa 1 -|- aa 

est égale au double de l'intégrale de la différentielle précédente , 
prise depuis t nul. On doit observer que g , g'j g^' sont de Pordre - , 

ensorte que la quantité ,^y , .^ est du même ordre. Représen- 

tons-la par —, et £dsons t-=ir.^n\ on aura 

poiu* l'expression de la probabilité que le nombre de parties de 
deux coups , sera compris dans les limites 



^ -^ 



l'intégrale étant prise depuis r nul. L'intervalle de ces deux limites 
est arKn; et le rapport de cet intervalle au nombre n de parties ^ 
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est -^; ce rapport diminue sans cesse , à mesure que n aug- 
mente , et r peut en même tems croître indéfiniment ; de sorte 
que l'intégrale précédente approche indéfiniment de l'unité. 

Le nombre total des coups , est le triple du nombre des parties 
de trois coups , plus le double du noml)re des parties de deux 
coups , ou le triple du nombre total n des parties , moins le nombre 
des parties de deux coups ; il est donc 

l'intégrale (e'") est donc l'expression de la probabilité que le nombre 
des coups sera compris dans ces limites. 

Si au lieu de connaître le nombre i des parties gagnées par le 
joueur ^ , et le nombre total n de parties , on connaît le nombre 
i et le nombre total des coups ; la même analyse pourra servir à 
déterminer le nombre inconnu n des parties. Pour cela , désignons 
par h j le nombre total des coups j on aura , par ce qui précède | 
les deux équations 

3/1 — 5 — — ; — =A dt r. l/n, 

— 2a 1 -f- aa ^ ' 

i i n— £ n — i 



a 3— aa i— a i-f- aa' 

Ces équations donnent a et /» en fonctions de hdtr. kn. Supposons 

7i=^.4(^ î )y a = r^ j J; 

on aura , en réduisant en série , 



n==:i.'^(jjdt:ir.\/n. — tt — + etC; 



on substituera dans A', au lieu de /i et de a , i.4 (r}^^ ^ (t)* 

l'intégrale (e'") est alors la probabilité que le nombre n des parties j 
est compris dons les limites 



^'•+(r)=*='^V '•'^(r)-~dr-'' 



28, 
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âS. Cest principalement aux naissances , qae l'analyse précé^ 
dente est applicable , et Ton peut en déduire non-seulement pour 
l'espèce humaine , miais pour toutes les espèces d'êtres organisés , 
des résultats intéressans. Jusqu'ici les observations de ce genre 
n'ont été faites en grand nombre, que sur l'espèce humaine : noua 
allons soumettre au calcul , les principales^ 

Considérons d'abord les naissances observées à Pans, à Londres, 
et dans le royaume de Naples. Dans l'espace des 4o années^ écoulées 
depuis le comnaencement de 1476, époque où l'on a commencé à 
distinguer a Paris, sur les registres , les naissances des deuxsexes^ 
jusqu'à la fin de 1784, on a baptisé dans cette capitale, 395586 
garçons, et 577665 filles, les enfans trouvés étant compris dans» 

ce nombre : cela donne à peu près ^ pour le rapport des baptême» 

des garçons à ceux des filles. 

Dans l'espace des g5 années écoulées depuis le commencement 
de 1 664 jusqu'à la fin de 1768, il est né à Londres, 757629 garçons, 

et 698968 filles ; ce qui donne ^ à peu près , pour le rapport des 

xudssances des garçons à celles des filles. 

Enfin, dans l'espace des neuf années écoulées depuis le conunen« 
cément de 1774 jusqu'à la fin de 178a ,il est né dans le royaume 
de Naples, la Sicile non-comprise, 782562 garçons, et 746821 filles ; 

ce qui donne — pour le rapport des naissances des garçons à celles 

^es filles. 

Les plus petits de ces nombres de naissances , sont relatifs à 
Paris ; d'ailleurs , c'est dans cette ville que les naissances des garçons 
et des filles, approchent le plus de l'égalité. Par ces deux raisons , 
la probabilité que la possibilité de la naissance tl'un garçon surpasse 

i , doit y être moindre qu'à Londres et dans le royaume de Naples. 

Déterminons numériquement cette probabilité. 

Nonmaons p le nombre des naissances masculines observées à 
Paris , q celui des naissances féminines , et x la possibilité d'une 
naissance masculine , c'est-à-dire la probabilité qu'un enfant qui 
doit naître , sera un garçon ; 1 — - a: sera la possibilité d'une nais- 
sance féminine, et l'on aurala probal^lité que swcp+q naissances^ 

4a 
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p seront mascidiDes ^ et ^ seront féminines , égale à 

« 

* 

I .a. 3.. .(p +q) 



• i.a.3«..p.i .a.S...^' 'V / > 

en faisant donc 

la probabîlîté que la yalear de x est comprise dans des limites 
doimées, sera par le n* a6, égale à 

Jydx' 

rîntégrale du dénominateur élant prise depuis *s=o jusqu'à jc=t^ 
et celle du numérateur étant prise dans les limites données. Si 
l'on prend zéro et j pour ces limites, on aura la probabilité que 
la valeur de x ne surpasse pas j. La valeur qui correspond ai) 

inaximum de j^, est —^ ; et vu la grandeur des iiombres/i et y, l'excès 

de ^ sur 7, est trop considérable pour employer ici la for- 
mule (c) dii n* 27 du premier Livre, dans l'approximation de l'in- 
tégrale ^rf'x, prise depuis a:=o jusqu'à x = j; il &utdonc, dans 
ce cas, faire usage de la formule (A) du n* 2 a du même Livre, 
Ici Ton a 

ydx . y.^i — a? j 

la formule citée (A) donne ainsi pour l'intégrale j^dr, prise depub 
x =; o jusqu'à a:= ï , 

Quant à llntégrale fydx , prise depuis jc = o jusqu'à or = 1 , on a , 
par le n* 36 , 

. /V^=r.[t7+i.±ig,4.etc.].v^, 

J ^ ■ ' 

Tétant ce que devient j^ à son maximum ^ ou lorsqu'on j wbstîUV 
^ pour' X, V est ici égal à p^^J^ i et U, ^ , etc. sont 
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Ce que deviennent v > -j^> «te. , lorsqu'on y fiiit, après les difiSé^ 

rentiatîons , x = --^. On trouve ainsi pour Tintegrale /^-cfe, prise 
depuis X nul jusqu'à x = i , 

la probabilité que la valeur de x ne surpasse pas f » est donc 
égale à 

Pour appliquer de grauds nombres à cette formule, il faudrait 
avoir les logarithmes à&p^q el p-rÇy avec douze décimales a)i 
inoins : on peut y suppléer de cette manière. On a 

JLorsque les logarithmes sont hyperboliques , le second membre dé 
<;ette. équation y réduit en série, devient 



L/P-?Y (^"^ (^=^^ (f^ 
i.a !^ 3.4 ^ 5.6 ^ 7.8 



+ elc 




on aura donc par cette série trés-conyergente , le logarithme h jpep» 
boliquB de ^^^^^ . En le multipliant par o,45499448, on le con^ 
vertîra en logarithme tabtdaiire; et en lui ajoutant le logarithme 

tdSyakdre de — ^^"^^^.on^ t^ on aura le logprithme tabulaire du 

iÊtcteur qui multiplie la série (o). Si l'on nomme - ce fiicteur^ et ai 
f on fait 
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4>u troute en logarithme tabulaire 

log)^ = 73,3511780^ 

la série (o) devient 

- . (i — 0,0030761 •+- etc.). 

Cette quantité d'une petitesse excessive, retranchée de Funîté^ 
donnera la probabilité qu'à Paris , la possibilité des naissances des 
garçons , surpasse celle des filles ; d'où Pon voit que l'on doit re^ 
garder cette probabilité comme étant égale , au moins , à cette dea 
foits historiques les plus avérés. 

Si Ton applique la formule (o) aux naissances observées dans les 
principales villes de l'Europe , on trouve que la supériorité des nais- 
sances des garçons sur les naissances des filles , observée partout de- 
puis Naples jusqu'à Pétersbourg , indique une plus grande possibilité 
des naissances des garçons, avec une prob^^iUté extrêmement 
approchante de la certitude ; ce résultat paraît donc être une lot 
générale , du moins en Europe; et si dans quelques petites villes ^ 
où l'on n'a observé qu'un nontibre peu considérable de naissances^ 
la nature semble s'en écarter ; il y a tout lieu de croire que cet 
écart n'est qu'apparent, et qu'à la longue, les naissances observées 
dans ces villes offriraient, en se multipliant , un résidtat semblable 
à celui des grandes villes. Plusieurs philosophes , trompés f&t ces 
anomalies, ont cherché la cause de phénomènes qui ne sont que 
l'eflfet du hasard ; ce qui prouve la nécessité de feîre précéder de 
pareilles recherches , par celle de la probabilité avec laquelle les 
observations indk}uent les phénomènes dont on veut déterminer la 
«cause. Je prends; poui? exemple, la petite ville de Vitteaux, dans 
laquelle , sur 4i5 naissances observées pendant cinq années, il est 
né ao5 garçons et 21a filles, p étant ici moindre que y, l'ordre n*b^ 
lurel parait renversé. Voyons quelle est d'après; ces obseiyatioas^ 
la probabilité que les facilités des naissances des garçons surpassent 
4^s cette vifié', celles des naissances des fiiUes.^ Cette raobelnfité 

est ^^ , l'intégrale du numérateur étant prise depius .x^j jusqu'à 

jr=Ei , et celle du dénominateur étant prise depuis jt =o josqu'À 
jpss 1. La formule (o) qui^ f etr9lidiée< de Fanité, donne cett* 
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fraction , devient ici divergent^ ^»noii& ^emploierons alors la formula 
(3) du n* a6 , qui se réduit à fort peu près à son premier terma 



.— «' 



fdt.c ' ^ ^ Fintéjgrale étant prise depuis la valeur de ^ qui correspond 

à :r=^ jusqu'à la valeur de t qui correspond à a: = i. Or on a, 
par le numéro cité, 

<*=x:logr— log>^, 

jr étant jcf .(i— x)^, et \K étant la valeur de y correspondante ait 
maximum de y , qui a lieu lorsque x = ^ j la valeur de /' qui 

correspond à j:=x , est — logl ^ ^ — | , ce logarithme étant hy- 

perbolique, et étant donné V par ce qui précède , par ime série très- 
convergente. La valeur de /• qui correspond àa: = i,est^=ooj 
on a donc ainsi les deux limites de Fintcgrale fdt.cr-^^ intégrale 
qu'il sera &cile d'obtenir par les formules <}ue nous avons données 
pour cet objet. On trouve ainsi jla probabilité qu'à Vitteaux, les Êici- 
lités des naissances des garçons remportent sur celles des fiHes f 
égale à o,53^ la supériorité' de ia facilité des naissances des filles, 
est donc indiquée par ces observations , avec uin^e probabilité égale 
à 0,67 , probabilité beaucoup trop faible pour balancer l'analogie 
qui nous port^ à. penser /qu'à , Vitteaux , comme dans toutes les 
villes où l'on a observé un nomb^jç cpnsidér^Ie de naissances , 
ia possibilité des naissances des garçons l'emporte sur celle des 
naissances des fiUes^'i H ^ rrV -- / 

ag. On a vu qu'à iMnittë'y léf^ltipport observé deà ttdèsdtièeit 
des garçons à celles , des filles^ est égal à -^l, tandis qu'à Paris ^ 

celui des baptêmes des garçons à ceux desfiUés , n'est que -|. Cela 

semble^ i|i(liq^€;T» ^^^ çausç popsfapt^ dç. cet^ difi^ençe. Béten^j;^ 
ppps la |ffxS4>iiif^:d^^ i;;.! .ir ' 

j 'Soient ji dtffilffs nOinh^adealimptémes deapifçoiia et dëafflles^ 
faits à Psuris dans l'intervalle du commencement de 1745 à la fin 
4e 117843 eiï designsuQit par x] la possibiUté du baptême d'ungarçoiii 
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et &isant) comme dans le numéro précédent, 

la valeur de xla plus probable, sera celle qui rend j^ un maximum ^ 
elle est donc ^ ; en supposant ensuitô^ 

a: =£^2: — |-fl> 

P+1 * 

la probabilité de la râlem* de sera , par le n* a6 , égale à 






En désignant par p', q' et ô', ce que. deviennent /?, 7 et fl pour 
Londres , on aura 

pour la probabilité de fl' ; le produit 

9e ces deux probabilités, sera donc la probabilité de l'existence 
simultanée de et de O'. Faisons 

la fonction différentielie précédente devient 



\ 



«M-d/ . Ap+q)W+qy ^ apq ^?^A^ (P+î).(/»'-H7') / 

Bs-llntégrant pour toutes les valetirè possibles de fi, et ensuite 
pour toutes les valeurs positives de < j on aura la probabilité que 
la ^ssibilfté des baptêmes des garçons est plus grande à Londres 

^à Paris. Les yaleivs de fl peuvent s'étendre depuis 9 égal à — ;rir 

. - - ■ » ■ 'P I ï 
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jusqu'à ô égal ai — "^rry ^^ lorsque pet y sont de très-grandlf 



(P+q? 



.9* 



nombres , le facteur c ^^ est si petit à ces deux limites , 




^=o jusqu'à /=:oo. En suivant le précédé du n* 27 pour ces 
intégrations multiples , on trouvera facilement que si l'on fait 

jL — Pq— P<f 

ce qui donne d9 = rf^ ; la différentielle précédente intégrée d'abord 
par rapport à î dcp^iis : i^z^p: — 00 jusqu'à i. sss 00 , et ensuite depuis 
#sso jusqu'à ^infini, donnera 



rkdt 



pour la probabilité qu'à Londres , la possibilité des baptêmes det 
.garçons est plus grande qu'à Pajris. Si l'on fait , 



itégrale devient 

rdt' — t" 



l'intégrale étant prise depuis #"s=.— M }U8qu'À t"s=oQ>; et il;.^t 
.visible qu'elle est égale à 



/ 'dt'- : *^** 



Tintégirale étant pHsedeptt»^'=== M' fuàijfoV/' infini. "De làÙ sàîf, 
par le n* 37 .'du prémi^ XivKe^ que si l'^p, su^ose , 



,•» ^ pw-(.p+<jy+p<i'(p'+iy . 



384 THÉORIE ANALYTIQtJE 

Ja probabilité que la possibilité des baptêmes des garçons est ploa 
grande à Londres qu'à Paris , ^ pour expression , 



ai» 

l,C 



/ûT • , . _^ 









(A*) 



1+ ^'* 



V 

En Êdsant dans cette formule y 

p = 393386 , ç = 377655 , 
p' = 737639 , / == 698958, 

elle devient . • 

•1 

H j a donc 3d8a68 à. parier contre un, qu'à Londres,. la possibi- 
lité des baptêmes des garçons est plus grande qu'à Paris. Cette 
probabilité approche tellement de la certitude, qu'il y a lieu da 
rechercher la cause de cette supériorité. 

Parmi les causes qm peuvent la produire , il m'a paru que les 
l)aptêmes des enfans trouvés , qui font partie de la liste atmUelle 
des baptêmes à Pso^is , devaient avoir une influence sensible sur le 
rapport des baptêmes des garçons à ceux des filles ; et qu'ils devaient 
diminuer ce rapport , si , comme il est naturel de le croire , les 
parens des campagnes environnantes , trouvant de l'avantage à 
retenir près d'eux les en&ns mâles , en avaient envoyé à l'hospice 
des En^ns trouvés de Paris , dans im rapport moindre que celui 
^es naissances des deux sexes. C^est ce que le relevé des registres 
de cet hospice m'a fait voir avec une très-grande probabilité. 
Depuis le commencement de 1 745 jusqu'à la fin de 1809, on y a 
baptisé 163499 garçons et i594o5: filles, nombre dont le rapport 

est ^ ,. et diflëre trop du rapport ^ des baptêmes des garçons et 

des filles à Paris, pour être attribué &u simple basard., 

3o. Déterminons^ ^'^près les prindy^es précédens, les probabi- 
lités 
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lités des résultûfs fondés sur les tables de mort^ité ou d'assurance, 
construites, sur un grand nombre d'observations. Supposons d'abord 
que sur un nombre jp d'individus d'un âge donné ^, on ait observé 
qu'il en existe encore le nombre (j , à l'âge ^ + a ; on demande 
ia probabilité que sur y individus de l'âge ^,il en existera y'+z 
à l'âge ^+a , la raison de y et q' étant la même que celle de 

pk q. 

Soit X la probabilité d'un individu de l'âge A , pour vivre à l'âge 
-^-|-a; la probabilité de l'événement observé est alors le terme 

du binôme {x + i — x)^ qui a j:r^. pour Êtcteur ; cette probabilité 
est donc 



1 .fl.3. ^.p 



i.a.3. .«p— - f .i.a.3. . .q 



.arf.(i-x>-tj 



ainsi la probabilité de la valeur de a?, prise de l'événement ob- 
servé est 



« 

l'intégrale du dénominateur étant prise depuis a: = o jusque >= i. 

La probabilité que sur les // individus de l'âge A,q'+z vivront 
à l'âge A+a , est 

i.a.3...(9'+»).i.a.3...(p'— 9'— a/^ ..\,i-<i:/ , • 

En multipliant cette probabilité par la probabilité précédente de 
la valeur de x ; le produit intégré depuis a: = o jusqu'à a: = i , 
sera la probabilité de l'existence ài^q' ^z personnes à l'âge A-^a^ 
en n(»nmant donc P cette probabilité , on aura 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
X =0 jusqu'à a:=i. On a par le n"" 28^ à très-peu prés , 



49 
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fx dx. (1—*/ — Va* • — pî . 

Ensuite , par le xf 33 du premier livre, on a 

enfin on a ;' = — . Cela posé , on trouve après toutes les ré- 
ductions. 



a^ 



V qifip-q).(j>-\p'). 
q+q'+l+i ^ ^ ^pjp'-ç-g' 

X 






Si Foa prend, le iogaritlHne hjrperboliqiie da second membre ie 
cette équation, que l'on réduise ce Ipgari^ime. en série ordonnée 
par rapport aux puissances de z , et que Ton néglige les puis- 
sances siqpérieures au carré j oa aura en repassant da logarithme 
à la fonction , 



(f?— 9) 



P}^}?' ^^ût supposés de très-grands nombres de Tordre -,1e 



V. 
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coefficient de z est très-petit de Tordre a ; celui de — jfe* est ti'és- 
petit et du même ordre. Mais si Ton suppose z de l'ordre |/*, 
on pourra négliger dans l'expression précédente , le terme dépen- 
dant de la prd^ère puissance de z , comme très-petit de l'ordre 
|/«. De plus , ce terme se détruit lui-même , lorsque Ton a égard 
à la fois aux valeurs positives et négatives de z. En le négligeant 
donc , on aura 



frV 



pour Fexpression de la probabilité que sur p' individus de l'âge jf , 
le nombre de ceux qui parviendront à l'âge -^-|-a sera compris 
dans les limites y'dbz, l'intégrale étant prise depuis 2 nul. 

Supposons mâiùtenant que l'on ait trouvé par l'observation , 
que sur p individus de l'âge jé , g vivaient encore à l'âge -^ + a , 
et r à l'âge ^ + a + a' j on demande la probabilité que sur p' 

individus du même âge ^ , ^ + z vivront à l'âge -^ 4- a , et 

y+jz' vivront à l'âge J+a+a'. 

La probabilité que sur p' individus de l'âge ^ , ^ + jc vivront à 
l'âgé -^ + a est , par ce qui précède , * 



\/: 



K-r*c 



On aura la probabilité que sur ^ + z individus de l'âge ^+a^ 
(— 4-z) - + « vivront à l'âge -rf + a-^-o', en changeant dans 
la fonction précédente , p' dans ^ + z , jp en ç , ^r en r, et z en 11 ; 
ce qui donne , en négligeant z par rapport à ^. 

r • 

t 

V afp'.(9-r).(p+p0.» * 

Le produit de ces deux probabilités, est la probabilité de Tezistcnce 
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simultanée de js et de i^ ; or od a 



ce qui donne 
en faisant donc 



e'+')5+«'=f+''> 



« 



» = «—-; 



aqi/.ip—q).(.P+p') 



La probabilité P de l'existence simultanée des valeurs de 2 et de 
*' sera 



En suivant cette analyse , on trouye généralement que si Ton 
Sût 



C\ 



rp' 



2sp\(r—s).{p+p') 



f\f 



etc-j 

la probabilité P que sur // individus de Page Ay les nombres de 
ceux qui vivront aux âges ^+a, -r^+a+a',-^-|-a+a'-4-a">^tc* 
seront compris dans les limites respectives 

se:, SP'+^j "^X+z'i ^X^z"i 'P^X+z"'i etc. 

p p ' p p * p p ' p p 
est 

— tf»»«— C»^*'— -Y— C* ^»'— — Y— ete 

P=r£^.L^.£:^.etc.o ^^ '■^ ^^ "' • 

•/ yi V^TT V^TT 

On peut apprécier par cette formule , les probabilités respectives 
des nombres d'une table de mortalité, construite sur un grand 
nombre d'observations. La manière de former ces tables , est très- 
simple. On prend sur les registres des naissances et deà morts y un 
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grand nombre d'enfans que Ton suit pendant le cours de leur vie , 
en déterminant combien il en reste à la fin de chaque année de; 
leur âge; et Ton inscrit ce nombre vis-à-vis de chaque année finis- 
sante. Mais comme dans les deux ou trois premières années de la 
vie , la mortalité est très rapide; il feut, pour plus d'exactitude, 
indiquer dans ce premier âge , le nombre des survivans à la fia 
de chaque demi-année. Si le nombre p des enfans était infini, on 
aurait ainsi des tables exactes qui représenteraient la vraie loi de la 
mortalité dans le lieu et à l'époque de leur formation. Mais le 
nombre d'enfans que l'on choisit étant fini; quelque grand qu'il 
soit, les nombres de la table sont susceptibles d'erreurs. Repré- 
sentons par p\ q\ /, s'y i!y etc. , ces divers nombres. Les vrais 

nombres , pour un nombre p' de naissances , sont 2^ , 2. ££. ; 
21, etc. Si l'on fait 5f'=^+z, r sera l'erreur de/; pareillement 

ro' 

si l'on suppose r =s— 4-^S ^' sera l'erreur de r', et ainsi de suite. 

L'expression précédente de P est donc la probabilité que les erreurs 

' de q\ r\ s'y etc. sont comprises dans les limites zéro et z , zéro et 

z'y zéro et z", etc. Les valeurs de ^, €', etc. dépendent de p , q^ 

r , etc. qui sont incoimues ; mais la supposition de jp infini donne 

On peut substituer sans erreur sensible , j, au lieu de -, ce qui 

donne 

^ p' 



On aura de la même manière, 



1 



/ 



etc. 

Si Ton ne veut considérer que Perreur d'un des nombres de la 
table , tel que s' j alors on Intégrera Fexpreseion de P, relativement 
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à je% z^^j etc. , depuia les valeurs iofimes négatives de ces variables 
ju$qu*à leurs valeurs infinies positives j et alors on a 






Les intégrales relatives à 4; et je' doivent être prises depuis leurs 
valeurs infinies négatives , jusqu'à leurs valeurs infinies positives ^ 
on trouvera ainsi, par le procédé dont nous avons souvent lait 
usage pour ce genre d'intégrations , que s^ Ton suppose 






on aura 



-fi 



La probabilité que Terreur d'un nombre quelconque de la table , 
rsera comprise dans les limites zéro et une quantité quelconque , 
est donc indépendante , soit des nombres intermédiaires , soit des 
nombres subséquens. 
. Si l'on &it yz" =s f ; on aura 






et la probabilité P que le rapport de l'erreur du nombre s' de 
la table, à ce nombre lui- même, sera compris dans les limites 



W'-"^^.' ^ 



J I/tt 



l'intégrale étant prise depuis t nul. On voit ainsi que la valeur de /, 
et par conséquent la probabilité P restant les mêmes, ce rapport 
augmente lorsque s' diminue; ainsi les nombres de la table sont 
d'autant moins sûrs , qu'ils sont plus éloignés du premier p^ On voit 
encore que ce rapport diminue à mesure que p' augmente , ou à 
mesure que l'on multiplie les observations; de manière que l'on 
peut par cette multiplication « diminuer à la fois ce rapport et 



DES PROBABILITÉS. 5g i 

augmenter t; ce rapport deyenaût nul lorsque y est infini , etiP 
devenant alors égal à l'unité. 

5i. Appliquons l'analyse précédente à la recherche de la popu- 
lation d'un grand empire. L'un des moyens les plus simples et les 
plus propres à déterminer cette population , est l'observation de? 
naissances annuelles dont on est obligé de tenir compte pour dé- 
terminer l'état civil des enfans. Mais ce moyen suppose que I'oq 
connaît à très-peu près le rapport de la population aux naissances 
annuelles , rapport qiie l'on obtient en faisant sur plusieurs points 
de l'empire, le dénombrement exact des habitans, et en le compas 
rant aux naissances correspondantes observées pendant quelques 
années consécutives : on en conclut ensuite , par une simple pro- 
portion , la population de tout l'empire. Le gouvernement a bien 
voulu, à ma prière, donner des ordres pour avoir avec précision, 
ces données. Dans trente départemens , distribués sur la surface 
de la France , de manière à compenser les effets de la variété des 
climats , on a &it ch<Mx des communes dont les maires , par hvtr 
zèle et leur intelligence , pouvaient fournir les renseignemens léis 
plus précis. Le dénombrement exact des habitans de ces com- 
munes, pour le aa septembre i8oa , s'est élevé à ^037616 individus. 
Le relevé des naissances, des mariages et des morts, depuis le 
aa septembre 1799 jusqu'au aa septembre x8oa, a donné pour 
ces trois années, 

Naissances. Mariages Décès. 

iioSia. garçons, 46o37 loSGSg mâles, 

io5a87 filles, 99443 femelles. 

Le rapport des naissances des garçons à celles des filles, que ce 
relevé présente, est celui de aa à ai; et les mariages sont aux 
naissances, comme 3 à i4 : le rapport de la population aux nais- 
sances annuelles est a8,35a845. En supposant donc le nombre des 
naissances annuelles en France, égal à quinze cent mille, ce qui 
s'éloigne peu de la vérité; on aura, en multipliant par le rapport 
précédent^ ce dernier nombre , la population de la France égale 
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à 435a9a67 individus. Voyons rerreur que l'on peut craindre dans 
cette évaluation. 

Pour cela, concevons une urne qui renferme une infinité de 
boules blanches et noires dans un rapport inconnu. Supposons 
ensuite qu'ayant tiré au hasard un grand nombre p de ces boules , 
q aient été blanches, et que dans un second tirage, sur un nombre 
inconnu de boules extraites , il y en ait q' de blanches. Pour en 
déduire ce nombre inconnu , on suppose son rapport à q'^ le même 

que celui de /? à q\ ce qui donne ^ pour ce nombre* Cherchons 

la probabilité que le nombre des boules extraites au second tirage, 

est compris dans les limites ^ zfc r. Nommons x le rapport inconnu 

du nombre des boules blanches, au nombre total des boules de 
Vume. La probabilité de l'événement observé dans le premier tirage, 
sera exprimée par le terme qui a pour Êicteur j:».(i — xy^ daps 

le développement du binôme {x-^x — xy\ d'où il est Ëicile de 
conclure , conune daiis le numéro précédent , que la probabilité 
de X est 

rihtégrale du dénominateur étant prise depuis jc = o jusqu'à x= i , 
Concevons maintenant que dans le second tirage , le nombre total 

des boules extraites est ^ + z j la probabilité de ce résultat sera 



le terme du binôme ( » + i — x) qui a pour Êictcur 






a/.(i — x) *' } cette probabilité est donc 



En la multipliant par la probabilité précédente , le produit intégré 
depuis a: B G jusqu'à xz^i^ sera la probabilité que le nombre 

total 
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Cotai des boules extraites , est ^+ z. On trouvera ainsi , par l'ana- 
lyse du numéro précédent , cette probabilité égale à 



17V 



en nommant donc P la probabilité que le nombre des boules 

extraites dans le second tirage /est compris dans les limites ^dtzf 
on aura 

ç^g* 

l'intégrale étant prise depuis z s= z jusqu'à z infini. 

Maintenant , le nombre p des boules extraites dans le premier 
tirage , peut représenter un dénombrement ; et le nombre q des 
boules blanches qui y sont comprises y peut exprimer le nombre 
des femmes qui , dans ce dénombrement , doivent devenir mères 
dans l'année , ou le nombre des naissances annuelles , corres- 
pondantes au dénombrement. Alors g' exprime le nombre des 
naissances annuelles observées dans tout l'empire , et d'où l'on con- 
clut la population — . Dans ce cas , la valeur précédente de P 
exprime la probabilité que cette population est comprise dans les 
limites ^ dzz. 

Nous supposerons , conformément aux données précédentes ^ 

fz o îT no3i3 -f- ï 05287 
/? = 3037615, 5f = ^- 'i 

nous supposerons ensuite 

/=i5ooooo, z = 5oooooj 

i 

la formule précédente donne alors 

* 

iioa 



Il y a donc environ 1161 à parier contre on, qa*en fixant à 

60 
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43539367, la population correspondante à quinze cent mille nais-* 
sances, on ne se trompera pas d'un demi -million. 

La difierence entre la certitude et la probabilité P diminue avec 
une très-grande rapidité, lorsque z augmente: elle serait insensible , 
si Ton supposait z = 700000. 

33. Considérons maintenant la probabilité des éyénemens futurs, 
tirée des événemens observés ; et supposons qu'ayant observé un 
événement composé d'un nombre quelconque d'événemens simples, 
on cberche la probabilité d'un résultat futur , composé d'événemens 
s)emblables. 

Nonunons x la probabilité de cbaque événement simple,^ la 
probabilité correspondante du résultat observé , et z celle du résul- 
tat futur i la probabilité de x sera , comme on l'a vu , 

fydx' 

l'intégrale étant prise depuis « = jusqu'à xs 1 ;*W- est donc la 

probabilité du résultat futur , prise de la valeur de x , considérée 
comme cause de l'événement simple ; ainsi en nommant P la pro- 
babilité entière de l'événement futur, on aura 

-- fydx • 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
Ar=o jusqu'à a:= 1. 

Supposons, par exemple , qu'un événement étant arrivé m fois 
de suite , on demande la probabilité qu'il arrivera les n fois sui- 
vantes. Dans ce cas , x étant supposé représenter la possibilité de 
l'événement simple , xT sera celle de l'événement observé , et xf" 
celle de l'événement futur j ce qui donne 

d'où l'on tire 

P— ^+' - 

Supposons l'événement observé , composé d'un très-grand nombre 
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d'événemens simples^ àoit a la valeur de x qui rend j^ un maximum , 
et Kce maximum y soit al la valeur de x qui rend j^z un maximum ^ 
et Y* et Z' ce que deviennent yetz a ce maximum. On aura par 
le n" 37 du premier Livre, à très peu près, 



sT- 



ddr ' 



V 31? 

Le résultat observé étant composé d'un très-grand nombre d'évé- 
nemens simples , supposons que l'événement futur soit beaucoup 
moins composé. L'équation qui donne la valeur a' de x^ corres- 
pondante au maximum dejrzy est 

— • ^ -j- ^^ 
"" ydx *" zdx* 

^ est une quantité très-grande, de l'ordre i ; et j^uisque le ré- 
sultat futur est très-peu composé par rapport au résultat observé , 
A- sera d'un ordre moindre , que nous désignerons par -j^ ; 

ÙL 

ainsi a étant la valeur de x qui satisÊdt à l'équation o =s -^ ; 

la différence entre a et a' sera très-petite de l'ordre a , et l'on 
pourra supposer 

a'z=za + a .fi. 

Cette supposition donne 

1^-1"+* .At.^ + -^.3;^+etc. 

dY d^Y 

Mais on a -^^zo^elil est facile d'en conclure que y^^ est d'un 
ordre égal ou moindre que ^ ; le terme ^* g^^ ^ . jtj^ sera par 



ot^ 
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conséquent au plus de Tordre a ^ ^\ Ainsi la convergence de 
Fexpression de Y' en série , exige que A surpasse i j et dans ce 

cas, Y' ne diffère de F, que de quantités de l'ordre a^^""\ 

Si Ton nomme Z ce que devient z lorsqu'on y foit or = a ; ou 
s'assurera de la même manière que Z' peut se réduire à Z. Enfin, 

on prouvera par un raisonnement semblable, que S ^ se réduit 

à très-peu près à Z.^. En substituant ces valeurs dans Terres-: 
sion de P, on aura 

c'est-à-dire que Ton peut alors déterminer la probabilité du résul- 
tat futur , en supposant x égal à la valeur qui rend le résultat 
observé , le plus probable. Mais il faut pour cela que le résultat 
futur soit assez peu composé , pour que les exposans des factem^s 
de z soient d'un ordre de grandeur plus petit que la racine carrée 
des facteurs de^; autrement, la supposition précédente exposerait 
à des erreurs sensibles. 

Si le résultat futur est une fonction du résultat observé , z sera 
une fonction de y , que nous représenterons par ^ (^). La valeur 
de x^ qui rend zy un maximum est , dans ce cas , la même qui 

rend^ un maximum ; ainsi l'on a a^ = a ; et si l'on désigne '^J^ 

par ^' {y) y Fexpression de F deviendra , en observant qu« 
dv 



Oy 



P = 



<Ky) 



^. + ?^»-CD' 



Si ç (y ) =^" , ensorte que l'événement futur soit n fois la répé» 
tition de l'événement observé; on aura 

p ^ 

La probabilité P calculée dans la supposition que la possibilité des 
événemens simples est égale à celle qui rend le résultat observé 
le plus probable ; est Y": on voit ainsi que les petites erreurs qui 
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résultent de cette supposition, s^accumuient à raison des éyéne- 
mens simples qui entrent dans le résultat futur , et deviennent très-, 
sensibles lorsque ces événemens sont en grand nombre. 

33. Depuis 1 745 , époque où l'on a commencé à distinguer à 
Paris sur les registres / les baptêmes des garçons de ceux des 
filles, on a constamment observé que le nombre des premiers a 
été supérieur à celui des seconds. Déterminons la probabilité que 
cette supériorité se maintiendra pendant un tems donné, par exemple, 
dans l'espace d'un siècle. 

Soit p le nombre observé des baptêmes des garçons ; q celui 
des filles ; stn le nombre des baptêmes annuels; x la probabilité que 
Fen&nt qui va naître et être baptisé sera un garçon. En élevant 

.r + 1 — X k la puissance a/2 , et développant cette puissance , 
on aura 

ar'''+ an ^rc*»"^' , (i~jc) ^ ^^' ^^"7'^ •x^'^^ > (i~J:)*-+^tc> 

La somme des n premiers termes de ce développement, sera la pro- 
babilité que chaque année, le nombre des baptêmes des garçons l'em- 
portera sur celui des baptêmes des filles. Nonunons z cette somme j 
z^ sera la probabilité que cette supériorité se maintiendra pendant 
le nombre i d'années consécutives j donc si Ton désigne par P la 
probabilité entière que cela aura lieu ; on aura par le numéro pré« 
cèdent , 

fx^dx.{i—xy * 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
ar = o jusqu'à a:=i. 

Si l'on nonmie a la valeur de x qui rend x^.z^. (1 — xy im maximum^ 

et que l'on désigne par ^ > j* » 3^ > ^^ ^^^ deviennent ^ > ^ » 2? 
lorsqu'on y change x en a ; on aura par le n* a6. 
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z étant la somme des n premiers termes de la fonction 

on a par le n"" 37 du premier Livre , 






«Khi 



m4*i 






rintégrale du numérateur étant prise depuis u = jusqu'à 

11= 00, et celle du dénominateur étant prise depuis 2^=0 jusqu'à 
1^ = 00. Soit u = ^-— ^ , cette valeur de z deviendra 



Z 



fi'ds.(^i — sy-' ' 



l'intégrale du numérateur étant prise depuis 5 = jusqu'à « = ;r , 
et celle du dénominateur étant prise depuis « = o jusqu'à 5=1. 
De là on tire 

dz ^^ xV(i— r)"""* 

l'intégrale du dénominateur étant prise depuis «=o jusqu'à s=:a:. 
On aura ensuite 

cUs ^__^ Js n— (a/i— i).x 
«dx* """ zdx * x.(i— x) 

En changeant a: en a dans ces expressions , on aura celles de Z , 

dZ ddZ 

Zdx ' Zdx^' 

Pour déterminer a , nous observerons que la condition du 
maximum de af.z^.{i — x)% donne 



G 



P <7 , . rfZ 



a i — a + '-Zctc^' 



d'où l'on tire , en substituant pour _ i -, sa valeur précédente, 

""P+ 9 ^ C/» + 9)./*"&.(i— 0"-' ' 
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rintégrale du dénominateur étant prise depuis ^=o jusqu'à ^=:n. 
Pour conclure a de cette équation , nous observerons que la valeur 
de ^ qui rend 5*.(i — 5)"~' un maximum^ esta très-peu près 7, et par 

conséquent , moindre que —^ qui lui-même est plus petit que a. 

Ainsi n étant supposé un grand nombre , on peut, sans erreur 
sensible , étendre l'intégrale de cette expression de a , depuis «s=:o 
jusqu'à 5=1 , le terme qui en dépend étant très-petit. Cela donne 
par le n* a8, 



/«-(^•(i — ^)"-' 



(an — 1 ) * • a • K » 



l'équation qui détermine a devient jEiinsi à fort peu près , 

Pour la résoudre , nous observerons que a diffère très-peu de 
— Ç— : ensorte que si l'on Êdt 

/x sera fort petit, et l'on aura d'une manière, très approchée, 



on aura ensuite à très-peu près , 



«..(.-a). = (^J.(^y.c 



-(£±21%. 



apq 



En substituant dans le radical 



v/p.(a-a)-+g«-+,-.a-.(i-a)-.(i^^^), 

pour a, sa yaleur ^:^+/»j pour ^, sa yaleur ■ ^■^(^.L^T" ' °^ 
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iEp^-^; ctpour |^„ sa valeur^ . »-C;"- !lig. ce radical de- 

»a.(i — a)' *^ Zdx^^ Zdx a.(i-^^) ' 

vient à fort peu prés, 
Enfin, on a par le n* 527, 

A'^.(.-^).=(;^)'.(^-^)'.v/^ .^^ 



Cela posé , l'expression de P deviendra à très-peu près, 



p_ ZKc W 



•A»» 



W 



M' ne s'agit donc plus que de déterminer Z* On a 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis « = o jusqu'à s=:a ^ 
et celle du dénominateur étant prise depuis « = o jusqu'à ^=1. 
Il est facile d'en conclure que l'on a 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis s=:a jusqu'à s=i 
et celle du dénominateur étant prise depuis s s=o jusqu'à «s^i j on 
aura ainsi à fort peu près , par le n"" a8 , 

Z = i~^, (5) 

l'intégrale relative à / étant prise depuis 

jusqu'à /* ss œ. 

Pour 
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Pour appliquer des nombres à ces formules , nous observerons 
que^ par ce qui précède, dans l'intervalle du commencement de 
I74iî5 à la fin de 1784, on a par le n* a8, relativement à Paris, 

p =z= 393386 , qzsz 377555. 

En divisant par 4o la somme de ces deux nombres, on aura 19273,5 
pour le nombre moyen des baptêmes annuels; ce qui donne 
n = 9636,75 ; nous supposerons de plus i = loo. Au moyen de ces 
valeurs , on déterminera celle de At , par l'équation (1) ; on dé ter- 
DQJnera ensuite la valeur de Z par l'équation (3) ; enfin l'équatipa 
(?) donnera la valeur de P. On trouvera ainsi 

/> = 0,782. 

II y avait donc à la fin de 1 784 , d'après ces données , près de 
quatre contre un à parier que dans l'espace d'un siècle , les 
bpptêmes des garçons à Paris , l'emporteront , chaquç anaée , sqr 
cejLix des fiUe?. 



5i 
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V ^ ' ■ ' ' I I ji II . Il II 1^ j 

CHAPITRE VIL 

jbe V influence des inégalités inconnues qui peuvent exister 
entre des chances que Ton suppose parfcdtenient égaies. 

34. J'ai déjà considéré cette influence dans le n* i , où Ton a vu 
que ces înégalîtés augmentent la probabilité des événemens comr 
posés de la répétition des événemens simples. Je vais reprendre 
ici cet objet important dans les applications de Tanalyse des 
probabilités. 

Il résulte du numéro cité , que si au jeu de croix et pile , il existe 
une - difterence inconnue entre les possibilités d'amener l'un ou 

l'autre ; en nommant et cette différence , ensorte que ' ""* soit la 

possibilité d'amener croix , et par conséquent ' "'"^ celle d'amener 

pile y celui des deux signes + et — que l'on doit adopter étant 
inconnu ^ la probabilité d'amener croix n fois de suite ^ sera 



a«-+-» 



OU 



1 / , n.rt — i , , n.n — i.n — a.n — 3 ^ , . \ , ^ 

r--0 + -r^-*+ — r:^34 — -«^H-ete.) (i) 

Le jeu de croix et piU consiste , comme on sait , à projeter en l'air 
une pièce très-mince, qui retombe nécessairement sur l'une de ses 
deux faces opposées que l'on nomme croix et pile. On peut dimi- 
nuer la valeur de a , en rendant ces deux feces le plus égales qu'il 
est possible. Mais il est physiquement impossible d'obtenir une éga- 
lité parfaite ; et alors , celui qui parie d'amener croix deux fois de 
suite , ou pile deux fois de suite, a de l'avantage sur celui qui 
parie que dans deux coups, croix et pile alterneront j sa probabib'té 

étant - 



** 
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Oh peut idiminuer rinfluence de Finégalité des deux faces de la 
pièce y en les soumettant elles-mêmes aux chances du hasard. Désii- 
gnons par ^é cette pièce , et concevons une seconde pièce B sem- 
blable à la première. Supposons qu'après avoir projeté cette seconde 
pièce , on projette la pièce j4 pour former, un premier coup , et 
déterminons la probabilité que dans n cpups pareils consécutif y 
la pièce jt présentera les mêmes faces que la pièce JB. Si Ton 
nonmie p la probabilité d'amener croix avec la pièce j4y et ^ la 
probabilité d'amener pile y si l'on désigne ensuite par p' et 9' les 
mêmes probabilités pour la pièce B ; pp' + qy' sera la probabilité 
que dans un coup , la pièce Jl présentera les mêmes faces que k 
pièce B; ainsi {pp'+qq' Y sera la probabilité que cela aura lieu 
constamment ^ans n coups. Soit • 

P = ^^ï"> 9 = —^> 

f i+* t 1— fit 

on aura 

Mais comme on ignore quelles sont les fecea que les inégalés 
a et a! favorisent , la probabilité précédente peut être également 

ou ^ . (1 + flta')", ou ^ . (1 — ûtût^)", suivant que et et a! sont de même 

signe ou de signes contraires ; la vraie valeur de cette probabilité 
est donc , a et a' étant supposés positifs y 

ou 



Si l'on compare cette formule à la formule (x) , on voit qu'elle se 

rapproche plus qu'elle , de ^ , ou de la probabilité cpii aurait Heo, 

si les faces des pièces étaient parÊdtement égales. Ainsi l'inégalité 
de ces faces , est par là corrigée en grande partie : elle le serait 
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même en totalité , si a! était nul , ou si les deux Ëices de la pièce B 
étaient parfaitement égales. 

p représentant la probabilité de croix , avec la pièce Jl y etg celle 
de pile y la probabilité d'amener croix un nombre impair de fois 
dans n coups, sera 

le signe — ayant lieu si n est pair , et le signe 4- ayant lieu si n 

est impair. Faisant p = -^-^^ , q zjz ^-^^^ , la fonction précédente 

devient 

T-(i=F«")- 

Si n est impair et égdl à a/+i , cette fonction est 

mais comme on peut y supposer également et positif ou négatif, 
il fuul prendre la moitié de la somme de ses deux valeurs rela- 
tives à ces suppositions; ce qui donne î pour sa véritable valeur; 
Finégolité des faces de la pièce ne change donc point alors la pro- 
babilité j d'amener croix un nombre impair de fois* Mais si n est 
pair et égal à fài y cette probabitité devient 

db ûL étant Tinégolité inconnue de probabilité entre croix et pile / 
il y a donc du désavantage à parier d'amener croix ou pile un 
nombre impair de fois dans ai coups, et par conséquent , il y a 
de l'avantage à parier d'amener l'un ou l'autre , un nombre pair, 
de fois. 

On peut diminuer ce désavantage , en changeant le pari d'amener 
croix uû nombre impair de fois en ai coups , dans le pari d'amener 
dans le même nombre de coups , un nombre impair de ressem- 
blances entre les Êices des deux pièces Â eX B y projetées comme 
on l'a dit ci-dessus. En effet , la probabilité d'une ressemblance à 
chaque coup est , comme on l'a vu , pp' + qg' , et la probabilité 
d'une dissemblance est/?y'-|-p'ç. Kommons P la première de ces 
deux quantités , et Q la seconde ; la probabilité d'amener un nombre 



DES PROBABILITÉS. 4o6 

impair die ressemblanced dans isi coups, sera 

Si Ton Élit, comme précédemment^ 

i+âL 1 — «e f î-X-dtf f 1— fit' 



on aura 



1 4- dxt! ^ I — ûm' 



fl * 



la fonction précédente devient ainsi , . 

Cette fonction reste la même , quelque changement que Pon fasse 
dans les signes de et et de et' -^ elle est donc la vraie probabilité 
d'amener un nombre impair de ressemblances ; mais et et a' étant 
de petites fractions , on voit qu'elle se rapproche de j , plus 
que la formule ( 2 ) ; le désavantage d'un nombre impair est donc 
par là diminué. 

On voit par ce qui précède , que Ton peut diminuer l'influence 
des inégalités inconnues entre des chances que l'on suppose égales , 
en les soumettant elles-mêmes au hasard. Par exemple, si l'on 
met dans une urne , les xf* 1 , a , 3 , • . . . /i , suivant cet ordre , et 
qu'ensuite après avoir agité l'urne pour bien mêler ces numéros, 
on en tire un ; s'il y a entre les probabilités de sortie des numéro^ , 
une petite différence dépendant de l'ordre suivant lequel ils ont été 
placés dans l'urne; on la diminuera considérablement, en mettant 
dans une seconde urne, ces numéros, suivant leur ordre de sortie 
de la première urne , et en agitant ensuite cette seconde urne , 
pour en bien mêler les numéros. Alors l'ordre suivant lequel pn a 
placé les numéros dans la première urne , aura extrêmement peu 
d'influence sur l'extraction du premier numéro qui sortira de la 
seconde urne. On diminuerait encore cette influence, en consi- 
dérant de la même manière une troisième urne , une quatrième , etc. 

Considérons deux joueurs ^4 ùl B jouant ensemble, de manière 
qu'à chaque coup , celui qui perd , donne un jeton à son adver- 
saire , et que la partie dure jusqu'à ce que l'un d'eux ait gagné 
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tous les jetons de Tautre. Soient/? et y leurs adresses respectives; 
a et b leurs nombres de jetons en commençant 11 résulte de la 
formule (H) du n* lo, en y foisant i infini, que la probabilité de 
^ y pour gagner la partie , est 

Si Ton fait dans cette expression, 

1 ±:« i=ir 



» 



on aura, en prenant le signe supérieur, la probdMlîté relatîre au 
cas où ^ est plus fort que A j et en prenant le signe inférieur , 
on aura la probabilité relative au cas où j4 est moins fort que B. 
Si Pon ignore quel est le plus fort des joueurs , la demi-somme 
de ces deux probabilités sera la probabilité de J , que Fon trouve 
ainsi égale à 

en changeant a en 6 , et réciproquement, on aura la probabib'té 
de J?. Si l'on suppose a infiniment petit ou nul ; ces probabilités 

deviennent ^§ et i ; elles sont donc proportionnelles aux 

nombres des jetons des joueurs ; ainsi pour Fégalité du jeu , leurs 
mises doivent être dans ce rapport. Mais alors l'inégalité qui peut 
exister entre eux , est favorable au joueur qui a le plus petit 
nombre de jetons ; car si Ton suppose a moindre que 6 , il est 

Êicile de voir que l'expression ( 3 ) est plus grande que — rrx- Si 

les joueurs conviennent de doubler , de tripler , etc. leurs jetons ; 
l'avantage de -^ augmente sans cesse , et dans le cas de a et b 
infinis, sa probabilité devient 7 ou la même que celle de B. 

P étant la probabilité d'un événement composé de deux évé- 
nemens simples dont /? et 1 — p sont les probabilités respectives ; 
si l'on suppose que la valeur de p soit susceptible d'une inégalité 
inconnue z qui puisse s'étendre depuis — a jusqu'à + « ; en nom- 
luant ^ la probabilité de p+Zy <p étant fonction de z 3 on aura 
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pour la vraie probabilité de Pévénement composé , 

fydz • 

P' étant ce que derient P lorsqu'on y change p dans /) + r , et 
les intégrales étant prises depuis z = — cl jusqu'à z = a. 

Si l'on n'a d'autres données pour détenùiner z , qu'an événe- 
ment observé , formé des mêmes événeraens simples; en nommant 
Q la probabilité de cet événement, ;?+z et 1 — /? — z étant les 
probabilités des événemens simples ; l'expression précédente donne , 
en y changeant ^ en Q , pourla probabilité de l'événement composé, 

fP'Qdz 
fQdz ' 

lès intégrales étant prises ici depuis z = — p jusqu'à rs= 1 — jtrj 
ce qui est conforme à ce que nous ayons trouvé dans le chapitre 
précédent. 
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■«Si 



1 



CHAPITRE VIII. 

JDes durées moyennes de la vie, des mariages et des 

associatioTis quelconques. 

55. Supposons que Ton ait suivi sur un très-grand nombre n 
d'enfans, la loi de mortalité, depuis leur naissance jusqu'à leur 
extinction totale ; on aura leur vie moyenne , en faisant une somme 
des durées de toutes leurs vies , et en la divisant par le nombre /i> 
Si ce nombre était infini, on aurait exactement la durée de la vie 
moyenne. Cherchons la probabilité que la vie moyenne de9 /len&nSi 
ne s'écartera de celle-ci, que dans des limites données. 

. Désignons -par f ^^Y^ la probabilité de mourir à Tàge x, a étant 

là* liibîte de x: a et x éîànt supjfcséB renf^ririef un nombre infini 
dc'pârtîeô pttsès'^dtff 'ruiâff. Considérons la puissance 

il est visible que le coefficient Me ^— C^^^^^J^V^— '^ dans le dévelop- 
pement de cette puissance , est la probabilité que la somme des âges 
auxquels les n en&ns parviendront, sera l^n/JL-y en inultipliant 

donc par c^"*""^)'^*^^' la puissance précédente, le terme indépen-?^ 

dant des puissances de c^^^^' dans le produit, sera cette proba- 
bilité qui par conséquent , est égale à 










l'intégrale étant prise depuis ^=: — tt jusqu'à ^^s^r. 

Si 
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Si Ton prend dans cette intégrale , le logarithme hyperbolique 

de la quantité sous le signe /, élevée à la puissance n , on aura , 

en développant les exponentielles en séries , ce logarithme égal à 

le signe / se rapportant ici à toutes les valeurs de x , depuis 
x=o jusqu'à xz=:a. Si Ton fait - = j/, et si Ton observe que la 
variation de x étant Funité , on a adx*z=: 1 j on aura 

A\(pQ = a' .fx^-dx\<p (x') , 
etc. , 

les intégrales relatives à si étant prises depuis ar'= o jusqu'à x^zsax. 
Nommons k , A/, li\ etc. ces intégrales successives ; la probabilité 
que la durée de la vie d'un enËmt , sera comprise dans les limites 

zéro et a, esty^ \^ ou a ./S»' . ^ (x') ; or cette probabilité est la 

certitude' elle-même; on a donc aA:=: 1. Cela posé , la fonction (n) 
devient 

n;t.<wv— 1-f-^-logf 1 — j.aflry — 1 — j .-^ + etc.l, 

ou 

f -i- — -r- ) . a^ V — 1 — n . ^ — g~ . a^^Jr' — etc. 

Si l'on feit 

A^ = T = ^=^*^» 

la {première puissance de ntr disparait ; et de plus , n étant supposé un 
très- grand nombre, on peut s'arrêter à la seconde puissance de 
4r; la fonction. (1) devient ainsi , en repassant des logarithmes aux 
nombres , 

/•i/— 1— II. ~ -•*- 

5a 



/^V^-/». ^-jjr-^.a»'^ 
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Si l'on fait __ 



— f 



cette intégrale devient, en la prenant depuis < = — oo jusqu'à 



;Cs=oo, 






ï!n la multipliant par dl^ et disant l=:ar. \^n^ on aura 



pour la probabilité que la sonmie des âges auxquels les n en&ns 
parviendront, sera comprise dans les limites na^k' zizar. y/n. 

La quantité a^k onfx.^ [^ est la somme des produits de chaque 

&ge , par la probabilité d'y parveirir ; elle est donc la vraie duréç 
de la vie moyenne ; ainsi la |moBabilité que la scnnme des âges 
:iiuxquels les n. en&i^ pesseroxit de vivrO;,, divisée par leur nombre^ 
est comprise dans ces limites 

Vraie durée de la vie moyenne, plus ou moins -j=r , 
^ p»tir expression 



La yaleur moyenne de r, en plus ou en moins, est parle n' ao. 



l'intégrale étant prise depuis r= o jusqu^à r infini. En la mdtîpfent 
parr^) on aura Terreur moyenne à craindre en plus ou en 

moins , lorsqu'on prend pour durée moyenne de la vie , la- somme 
des âges qu'ont vécu les n eniàns considérés ci-dessus, divisée 
par /î; quotient que nous désignerons par G} cette erreur est 
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oonç 

SLh.ynir 

On a à trè6-peu près , 

et comme aX; =; i , on aura 

k' G 

^^_ ™^^^ ^__ ' 

Si l'on nomme ensuite Hj la somme des carrés des âges qu'ont 
vécu les n enCms, divisée par n j on trouvera , par l'analyse du n* 191 

ces valeurs donnent 



rerreur moyenne a craindre en plus ou en moins , sur la durée ac 
la vie , devient ainsi 

n est clair que ces fésidtats bilt égêdement liett FdatBFement 4 4a 
durée moyenne de ce qui reste à vivre, iorsqafaiii Kett- de partir 
de l'époque de la naissance , on part d'une époque quelconque de 
la vie. 

On peut facilement déterminer , au moyen des tables de morta-* 
lîté, formées d'année en année ^ la durée moyenne de ce qui reste 
à vivre à une personne dont l'âge est d'un nombre entier ./^ d'années. 
Four cela , on ajoutera tous les nombres de la table qui suivent 
celui qui correspond à l'âge ^ ; on divisera la somme par ce der- 
nier nombre , et l'on ajoutera ^ au quotient. En effet , si l'on désigne 
par (1), (a), (3), etc., les nombres de la table, correspondans À 
l'année J et aux années suivantes ; le nombre des individus qui 
meurent dans la première année , à partir de l'année ^ , sera 
(1) — (a); mais dans ce. court intervalle, la mortalité peut être 
supposée constante; i-Ki) — (a)] est donc la somme des durées 
de leur vie, à partir de l'âge j^. Pareillement |.[(a) — (3)]» 
• • [(3) — (^)] j etc. sont les sonmies des durées de la vie, à partir 
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du même âge , de ceux gui meurent dans les seconde , troH 
sième , etc. années comptées depuis l'année A. La réunion de toute* 

ces sommes est — + (a) -f- (5)+ (4) + etc.; et en la divisant par 

(i), on aura la durée moyenne de ce qui reste à vivre à la per- 
sonne de rage A. On formera ainsi une-table des durées moyennes 
de ce qui reste à vivre aux différens âges. On pourra même con- 
clure ces durées les unes des autres, en observant que si F 
désigne cette durée pour l'âge A y^l F' la durée correspondante à 
rage ^-}i-i,ona 

Sg. Déterminons maintenant la durée moyenne de la vie, qui aurait 
lieu 9 si l'une des causes de mortalité venait à s'éteindre. Soit U le 
nombre des enfans q^ «ur le wmbre n de naissances , vivrait encore 
à rage X dans cette hypothèse^ u étant celui des enËuis vivans à 
cet âge sur le même nombre de naissances, dans le cas où cette 
causo de mortalité subsiste. Nommons x.ù^^^ la probabilité qu'un 
individu de ràgeor, périra de eette Unaladie dans Fintervalle de tems 
très- court A.V9 uz.Ax serstà; très-peu près par le n* s5,}e nombre 
dte individus se ^ qui périront de cette maladie dans l'intervalle de 
.tems Aop, si ce nombre est considérable. Pareillement si l'on dé- 
signepartpiAj^laiprobftbiiité q^'on incHridu de l'âge x périra par les 
aotres' causes de > mortalité dans l'intervalle ùix -^ up.ùix sera le 
nombre* des 'individus qm périront par ces causes, dans Tinter^ 
vaUe 4e i tems Aor; ce sera donc la valeur de *— A2^ ; j'afiecte 
Lu à\x signe «~, parce que u diminue à mesure que x augmente j 
on a donc 

-^ ; *— Att î= w.Aa:.(^ + jEr). 

On aura pareillement 

En éliminant (p de ces deux équations, on aura 

LU Au , 

-77- = — -f-jK.Aa?. 
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àx étant tine quantité très-petite, on peut transformer la caracté* 

ristîque A dans la caractéristique difierentielle d , et alors l'équation 

précédente devient 

du du , , 

U u ^^ "^ > 

d'où l'on tire en intégrant, et observant qu'à l'âge zéro, CTssziss/i^ 

tr=i../^j (3) 

l'intégrale étant prise depuis x nul. On peut obtenir cette intégrale , 
au moyen des registres de mortalité , dans lesquels on tient compte 
de l'âge des individus morts , et des causes de leur mort. En effet , 
uz.^x étant par ce qui précède, le nombre de ceux qui, parvenus 
à l'âge or, ont péri dans l'intervalle de tems Ax^ par la maladie 
dont il s'agit; on aura à très*peu près'VintégcalQ fidx y en supposant 
^x égal à une année , et en prenant depuis la naissance des n en&ns 
que l'on a considérés, jusqu'à Pannée jt^ la somme des fractions 
qui ont pour numérateur le nombre des inckvidus que la maladie a 
fait périr chaque année , et^ouF'déofomîaateur, le nombre des n 
enfans qui vivent encore au milieu • de la mémf année. Ainsi l'on- f 
pourra transformer awiioàojpn de l'équatioii {3)^ une table deii 
mortalité ordinaire, dans «ceUe qui aurait lieo^sftla naaladie dontiib 

s'agit , n'existait pas. , ■■ - . ti 

La petite vérole a cela dé particulier, savoir, que le m^me indl^^ 
vidu n'en est jamais deux fois atteint, OQ du moins ce- cas est si t; 
rare, que s'il existe, on peut^n faire a^slxactibn; Concevons queu 
sur un très-grand nombre n d'en&às, u parvienneal; à l'âge jty 
et que dans le nombre u ,jr n'aient point eu la petite vérole. Cbn«.t. 
cevons encore que sur ce nombre^ , iydx prennent cette maladie / 
dans l'instant Ar, et que sur ce nombre, jr.j^Jx périssent de cette 
maladie. En désignant , comme ci-dessus, par ^ la probabilité de 
périr à l'âge x^ par d'autres causes ; on aura évidenlbaeilt 

dussz'-^u^. dx — ir.jydx. 
On aura ensuite 

ê 

dj:=: — ytp.dx-^ iydx. 

En effet « v diminue par le non]i)re de ceux oui « dans l'instant < 



r 



n 
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prennenl la petite Vérole, et ce nombre est par la supposition, îyâ^^é 
y diminue encore par le nombre des individus compris dans^, qui 
périssent par d'autres causes , et ce nombre est ypdx. 

Maintenant , si de la ptemiérc des deux équations précédentes , 
multipliée par j^, on retranche la seconde multipliée par i^^ etsi 
Fon divise la différence par j^, on aura 

■ 

d.-= i.-.dx-— irdxi 

y y ' 

ce qui donne, en intégrant de^mis x nul, et obserra&t qu'à cett« 
origme, usszysszn^ 

oette équation fera conaattre le Doml>re d'individus de l'âge Xf 
qui n'ont point eiKx^re eu la petite vérole. Oa a ^aaauite 

ir.ydx 



U 



zâx étant, comme drdessus , ceux qui périssent dam le tems dx^ 

de la maladie que l'on considère. En substituant au lieu de -^, sa 
TÀleuf précédente ; on aura , après avoir intégré , 



c 



l'équation (5) donnera donc 

Cette valeur de U suppose que l'on connaît par l'observation i et r. 
Si ces nombres étaient constans , il serait facile de les déterminer ; 
mais comme ils peuvent varier d'âge en âge, les élémens de la 
formule (3) sont plus aisés à connaître , et cette formule me semble 
plus propre à déterminer la loi de mortalité qui aurait lieu , si la 
petite vérole était éteinte. En lui appliquant les données que l'on 
'a pu se procurer sur la mortalité causée par cette maladie , amc 
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flîvers âges de la vie ; on trouve que son extinction au moyen de 
la vaccine, augmenterait de plus de trois années, la durée de la 
vie moyenne , si d'ailleurs cette durée if était point restreinte par 
la diminution relative des subsistances , due à un plus grand ac- 
croissement de population. 

57. Considérons présentement la dorée moyenne des mariages. 
Pour cela concevons un grand nombre n de mariages entre n gar- 
çons de l'âge a , et n filles de Fâge a' ; et déterminons le nombre 
de ces mariages subsistans après x années écoulées depuis leur 
origine. Nommons (p la probabilité qu'un garçon qui se marie 
à l'âge a , parviendra à l'âge a + ^ ; et 4 la probabilité qu'une 
fille qui se marie à l'âge a', parviendra à l'âge a'+ x. La proba- 
bilité que leur mariage subsistera après sa or""' année , sera ^4 î 
donc si l'on développe le binôme ( ^4 "+" ^ ~^4 )N te.tèrihe 
H.{(P'\y.{i — ^4)"~' ^^ ce développement, exprimera la probabilité 
que sur les n mariages , i subsisteront après x années. Le plus grand 
terme du développement est, par le n* 16, celui dans lequel i est 

égal au plus grand nombre entier contenu dans /2 + 1 . ^4 J ^' P^ 
le même numéro, il est extrêmemenf'pV'dblsibte qUe le nombre des 
mariages subsistans ne s'écartcrà que très-peu en plus ou en moins 
de ce nombre. Ainsi , en désignant par i , le nombre des mariage^ 
subsistans j on pourra supposer à très-peu près, 

* - - ' 

n^ est à fort peu près le nombre des » maris vivans à l'âge Q'^^^ 
Les tibles de mortalité le feront connaître d'une manière fort ap- 
prochée , si elles ont été formées sur des listes nombreuses de 
mortalité ; car si l'on désigne par p' le nombre des hommes vivans 
à l'âge a , sur l'ensemble de ces listes , et par q' le nombre des 
sorvivans à l'â^ a^x) on aura à fort pea près, par le n*" ^^ ^ 

P 

Si l'on nomme pareillement/?" le nombre des femmes vivantes a 
l'âge a', et par jr" le nombre* dçs suryiyantes à l'âge a' + a: ; on 



p" ' 



4i6 THÉORIE ANALYTIQUE 

aura à très-peu près , 

donc 

n.qfq' 

PP 

On formera ainsi d'année en année , une table des valeurs de z. En 
làisant ensuite une somme de tous. les nombres de cette table, et 
çn la divisant par n ; on aura la durée moyenne des mariages fidts 
à rage a pour les garçons , et à Page a' pour les filles. 

Cherchons maintenant la probabilité que l'erreur de la valeur 
précédente de i, sera comprise dans des limites données. Suppor- 
tons pour simplifier le calcul , que les deux conjoints soient du 
même âge , et que la probabilité de la vie des honunes soit la même 
que celle des fenunes^ alors on a 

et l'expression précédente de i devient; 

Ck>ncevons que la valeur de i soit -^-f- s; s sera l'erreur de cette 

expression de i. On a vu dans le n* 3o , que si l'on a observé que 
sur un très-grand nombre p d'individus de l'âge a , g sont par- 
venus à l'âge a + X ; la probabilité que sur p' autres individus de 

n'a 

l'âge a y ^ + z parviendront à l'âge a+ar, est 



V aap'. 



t a infinis , € 



.c 



^gp''ip—q)'ip+pl 



et si l'on fait 



on 
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on aura 

^ P' P" 
ce qui donne à très -peu près , en négligeant le carré — ^ , 

^^ — p'» ^^* 

ainsi la probabilité précédente de jz, est en même tems la proba- 
bilité de cette expression de n^*. Supposons maintenant f=/i^*H-/; 

en considérant le binôme (^•-|- i-:.^*)», la probabilité de cette 
expression de i est par le n* 16, 

Mais la valeur précédente de î devient , en y substituant pour n^* 
8a valeur, 

la probabilité de cette dernière expression de i est égale au pro- 
duit de celles de i et de z , trouvées ci-dessus } elle est donc égale à 



^ y.9ii-^)^ 39t>.0— t.Vr 



îwr. |//»p^:^ii*^)*.(i+f)' 



Ayant supposé précédemment i = ^ + 5^ on aura « c=/ — ^n^ .^ 
en substituant donc pour / sa valeur tirée de cette équation , et 
observant que Ton a à très-peu près 2- = ^ j on aura pour la pro- 
babilité que la valeur de s sera comprise dans des limites données , 
l'expression intégrale 

ffdz.ds.c '^('-»>^' on^'-ji-^) 

l'intégrale relative à 2 pouvant être prise depuis z = — » jusqu'à 

55 
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2=:cxi. De là il est Ëtcile de, conclure par les méthodes exposées 
précédemment, que si l'on Eut 



l'intégrale précédente déifient 



/kds 



kds —k*s* 



ainsi la probabilité que rerreuT de Texpression i = -^ sera 
db Sy est 

l'intégrale étant prise depuis s nul. 

L'analyse précédente s'applique également à la durée moyenne 
d'un grand nombre dissociations formées de trois individua , ou 
de quatre individus , etc. Soit n ce nombre , et supposons que tous 
les associés soient du piême âge a au moment de l'association ; 
désignons par p le nombre des individus de la table de mortalité, 
de l'âge a , et par q le nombre des individus de l'âge a + ^ ; 1^ 
nombre i des associations existantes après x années écoulées depuis 
l'origine des associations , sera à fort peu près 

r étant le nombre des individus de chaque association. On trou-» 
vera par la même analyse , la probabilité que ce nombre sera reû- 
fermé dans des limites données. La ^omme des valeurs de i cor- 
respondantes à toutes les valeurs de x, divisée par n^ sera la durée; 
moyenne de ce genre d'associations. 
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CHAPITRE IX. 

Des bénéfices dépendons de la probabilité des éimiemens 

Juturs. 

58, vJONCEVONS que rarrivée d'un éyenemept procure le bénéfice 9 y 
et que sa non-arrivée cause la perte fi. Une personne A attend 
l'arrivée d'un nombre s d'événcmens semblables , tous égalemeirt 
probables , mais indépepdans les uns des autres 3 on demande quel 
est son avantage. 

Soit q la probabilité de l'arrivée de chaque événement , et par 
conséquent 1 — q celle de sa non-arrivée j si l'on développe le 

binôme {q+x — y)*, le terme 



i.a.5...t.».a.5...(.-^y g •(^— ?> 



f-^ 



de ce développement , sera la probabilité que sur les s événemens , 
i arriveront. Dans ce cas , le bénéfice de A est iv , et sa perte est 
(5 — i).IJL'y la difierence est /.( KHhA^) -^^A^; ^n la multipliant par 
sa probabilité exprimée par le terme précédent , et prenant la 
somme de ces produits pour toutes les valeurs de i , on aura l'avanr 
tage de ^ , qui par conséquent est égal à 



»• I aSs^* • »S 



le signe S s'étendant à toutes les valeurs de i. On a 

1.9.0 . .^. 1 «S.O. • •.!— '^ 
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pourvu que l'on suppose f = i , après la difierentiation , ce qui ré- 
duit ce dernier membre à g^; l'avantage de A est donc *.(y>'— «i — ^.)n^. 
Cet avantage est nul, si yjr=ft.(i — q)-^ c'est-à-dire, si le bénéfice 
de l'arrivée de l'événement, multiplié par sa probabilité , est ég^ 
à la perte causée par sa non-arrivée , multipliée par sa probabilité. 
L'avantage devient négatif, et se change en désavantage, si le second 
produit. surpasse le preniier. Dans tous les cas, l'avantage ou le 
désavantage de A est pr(^[>ortionnel au nombre s des événement* 

On déterminera par l'analyse du n"* 16, la probabilité que le 
le bénéfice réel de A sera compris dans des limites données , si 
s est un grand nombre. Suivant cette lanalyse, la somme des divers 

termes du binôme (y H- 1 — qf copaprîs entre les deux termes dis^ 
tans de / -f- 1 ) de part d'autre du plus grand , est 

9 



" ^ •fdt.c *4* —7= ; » c 



l'intégrale étant prise depuis ^= o jusqu'à t = , , r. L^expon 

sant de q dans le plus grand terme , est à très-peu prés par le 
même numéro , égal à ^ 9 ; et les exposans de q , correspondans aux 
tenooes extrêmes compris dans llntervalle précédent , sont respec- 
tivement 8q — / et sq ^ /. Les bénéfices correspondans à ces trois 
termes sont 

« 

en &isant donc /=sr.V«^ la probabilité que le bénéfice réel de 

^n'excédera pas les limites «.(^ry— •T^.ft)±r.v/i.(r-f/t), est 
égala 



347.(1-^) 



fdr.c ^''"^' , 1 ^.(1-9) 



y^ * l/a4/.(i—<y) |/!tftr.9,(i— 9) * 



l'intégrale étant prise depuis r = o , et le dernier terme pouvant 
être négligé. On voit par cette formate que si qp^^ï^^./i n'est pas 



\ 
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nul, le bénéfice réel augmente sansycesse, et devient infiniment 
grand et certain , dans le cas d'un nombre infini d'événemens. 

On peut étendre par l'analyse suivante , ce résultat, au cas où 
les probabilités des s événemens sont difierentes , ainsi que les 
bénéfices et les pertes cpii y sont attachés. Soient g , q^'\ çW. ^ .y^'""'^. 
les probabilités respectives de ces événemens; Py h^'\ >^*\ . .^^'-'Mes 
bénéfices que procurent leurs arrivées. On peut , pour simplifier , 
Êdre abstraction des pertes que causent leurs non-arrivées , en com- 
prenant dans le bénéfice que procure l'arrivée de chaque événe- 
ment , la quantité que ^ perdrait par sa non-arrivée , et en retran- 
chant ensuite de l'avantage total de ^ , la somme de ces dernières 
quantités; car il est facile de voir que cela ne change point la posi- 
tion de-^. ' 

Cela posé, considérons le produit 

11 est clair que la probabilité que la somme des bénéfices sera /+/', 

est égal au coefficient de c^-f^'^^^^^ dans le développement de ce 
produit j elle est donc égale à 

Fintégrale étant prise depuis '©•=: — -^ jusqu'à ntz=, ^, et les nombres 
y , v^'^, etc. étant supposes , comme on peut le faire , des nombres 
entiers. Prenons le logarithme du produit 

c-> V^=î.(i-^+j.c- ^). . .(i-^<'-J+ît'->./'-"-»^=^); (A) 
en le développant suivant les puissances de 'zo- , il devient 

( 5. 9^'^^'^— /) . '^^ /=^— y -5^9^^. (1—9^'^) . ^^^•— etc. , 

le signe S se rapportant à toutes les valeurs de i, depuis i = o 
jusqu'à î=« — 1. La supposition de / égal a S^^^i^^^ Êdt di^pah 
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raitrâ la prendiéfe puissance de v; et la considération de $\ un 
très-grand nombre, rend insensibles les termes dépendans des 
puissances de Vy supérieures au carré ; en repassant donc des loga- 
rithmes aux nombres dans le développement précédent , le produit 
(6) devient à très-peu près , 

— — .5.9^0.(1—9(0). ;0> 



change Fintégittle (a) dans 



9 



«» 






L'intégrale devant être prise depuis ir = — tt jusqu'à or = ^ , et 
S.(P.{\ — q^^).\^^^ étant un grand nombre de Tordre ^; il est 
clair que cette intégrale peut être étendue sans erreur sensible, 
jusqu'aux valeurs infinies positives et négatives de v. En iàisant 
donc 

V tt ^ ^/a .S. (Pi. (1 -çt^) . rl^ "" ' 

et intégrant depuis * = — 00 jusqu'à < = 00 , Tintégrale (a) devient 



I 

Si l'on multiplie cette quantité par %dty et qu'ensuite on Tintègre 
.depuis /' = o , cette intégrale sera l'expression de la probabilité 
que le bénéfice de A sera compris dans les linûtes /db/% ou 
S. (f^y^^ ± /' j en faisant ainsi 

la probabilité que le bénéfice de A sera compris dans les limites 

S. q^'h^"^ =fc r. v/a5.çw.(i«.^(0^.^(0.^ 
est 

-p^.Jdr.c y 

4'iQtégrale étant prise depuis rsso. 
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Maintenant il faut , par ce qui précède , changer dana les limites 
précédentes, /'^ dans Z'^+^t^'^, et en retrancher S^/jS^,i la pro-. 
babiUté que le bénéfice réel de J sera compris dans les limites 

S. (9<V^— (1—9^'^) *. A^^'^) ± r. V^â5. q^'^. (1— s^^J. {y^^+fi^'^)% 
est donc 



V 

On voit par cette formule , que pour peu que Fespéfance mafhé-^ 
matique de chaque événement , surpasse zéro ; en multipliant les 
événemens à l'infini , le premier terme de l'expression des limites 

étant de Tordre s , tandis que le second n'est que de Tordre y/s , 
le bénéfice réel s'accroît sans cesse , et devient à la Fois infiniment 
grand et certain , dans le cas d'un nombre infini d'événemens. 

3g. Considérons noain tenant le . cas où y à chaque événement , la 
personne -^ a un nolnbre quelconque de chances à espérer ou à 
craindre. Supposons , par exemple , qu'une urne rcnfenn.e des 
boules de diverses couleurs ; que Ton tire une boule de cette urne , 
en la remettant dans Tume après le tirage , et que le bénéfice de A 
soit ¥ y si la boule extraite est de la première couleur ; qu'il soit v'j, 
si la boule extraite est de la seconde couleur ; qu'il soit v^'y si la 
boule extraite est de la troisième couleur , et ainsi de suite ; les. 
bénéfices devenant négatifs , lorsque A est forcé de donner au lieu 
de recevoir. Nonunons a y air «"> ^tc. les probabilités que la boule 
extraite à chaque tirage , sera de la première , ou de la seconde , 
ou de la troisième , etc. couleur , et supposons que Ton ait ainsP 
s tirages; on aura d'abord 

a+a'-f-fl"+etc.= 1. 

En multipliant ensuite les termes du premier membre de cette) 

équation, respectivement par c'*'''^""% c'**^^""', c * *^'"',etc.,le 

terme indépendant des puissances de (T ^ \ dans le développement 
de la fonction 

c-^'+"'^-^^.[«,c'**^-|.«'./'*^-|-«"./*^4-etc.]V. . . 
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sera, par ce qui précède, la probabilité que dans ^ tirages, le 
bénéfice de A sera s/jl+ l-, cette probabilité est donc égale à 

=^.[c-^-»^=^.(a.c'"*^^+a'./"»^H-etcO]'; (c) 




Fintégrale relative à nar étant prise depuis ^ = — 'tt jusqu'à ^::=z7f. 
Si l'on développe par rapport aux puissances de w , le logarithme 
hyperbolique de la quantité élevée à la puissance s , sous le signe 
/, et si Ton observe que a4-a'-f-a"-f- etc. = i , on aura pour 
ce logarithme, 

^ . V^ — 1 . [av -f- a'r'-f- a%"-f- etc. — ^t] 

^ r cr*-haV»-HiV*4-etc. "l 

a •L— (a^+aV+aV+ctc.)*J'~ 

On fera disparaître la première puissance de /zr , en faisant 

fi =5= ar-f- û'r'-f-aV-f- etc. j 
Si l'on suppose ensuite 

2 A* = «>'*+a'/*-f-a"y"*+ etc.— (ay+a'/-4-a V-f- etC-)», 

et si Ton observe que s étant supposé un grand nombre , on peut 
négliger les puissances de ^ supérieures au carré j on aura, en re- 
passant des logarithmes aux nombres, 

[c-^V^.(a.c'-*^H^./"V^+a^/"V^^+etcO]^ 
oe qui change l'intégrale {c) dans celle-ci , 

qui devient en intégrant conmie dans le numéro précédent , 

/• 
1 ""P^ 



=.c 



En la multipliant par ad/, et intégrant le produit depuis /==o, 

on aura la probabiÛté que te bénéfice réel de J y sera compris dans 

les 
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les iimites 

en Êdsant donc 

cette probabilité sera , en prenant l'intégrale depuis r'sssOf 

Nous ayons supposé dans ce qui précède , les probabilités des 
événemens , connues \ examinons te cas où elles sont inconnues. 
Supposons que sur m événemens semblables attendus , n soient 
arrivés , et que A attende s pareils événemens dont chacun lui 
procure par son arrivée , le bénéfice r , la non-arrivée lui causant 

la perte ;t. Si l'on représente par — .5 -f- z, le nombre d'événe- 

mens qui arriveront sur les s événemens attendus, la probabilité 
que z sera contenu dans les limites =t: kt^ sera par le n"* 3o , 

rintégrale étant prise depuis ^ = o j A:» étant égal à 






Mais — . « -4- z étant le nombre des événemens arrivés , le bénéfice 
réel de A est 

Fintégrale précédente est donc la probabilité que le bénéfice réel 
de A sera compris dans les limites 

k est de Tordre ^/J, si m et n sont d'un ordre égal ou plus grand 
que 8 ; ainsi quelque petite que soit Fespérance mathématique y 
relative à chaque événement, le bénéfice réel devient à l'infini , 
certain et infiniment grand , lorsque le nombre des événement 

passés , est supposé infini , comme celui des événemens fiiturs. ' 
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4o- Nous allons mainteDant déterminer les bénéfices des éfei-^ 
blissemens fondés sur les probabilités de la vie humaine. La ma- 
nière la plus simple* de calculer ces bénéfices , est de les réduire 
en capitaux actuels. Prenons pour exemple , les rentes viagères* 
Une personne de Tâge A veut constituer sur sa tête \, une rente 
viagère h ; on demande le capital qu'elle doit pour cela , donner 
à la caisse de l'établissement qui lui Êiit cette rente. 

Si l'on nomme y. le nombre des individus de l'âge A , dans la 
table de mortalité dont on fait usage, et jj^, le nombre des individus 
de Page -^ -f- x ; la probabilité de payer la rente à la fin de Pannée 

À '^ Xy sera ^ ; par conséquent , la valeur du paiement sera 

-^. Mais si l'on désigne par r Pij}térêt annuel de Pumté , ensorte 

que le capital i devienne i -|- r après un an ; il deviendra (i-+-r)* 
Qprè^ ^ années ; ainsi le paiement ( i + r)' fait à la fin de la jp^' 
année, réduit en capital actuel, devient Punité , ou ce même paie- 
ment divisé par ( i -fr)* ; le paiement -^ réduit en capital actuel, 

est donc — '*^ .^ . La somme de tous les paiemens faits pendant 

la durée de la vie de la personne qui constitue la rente , et mul- 
tipliés par leur probabilité, équivaut donc à un capital actuel repré- 
senté par Pintégrale finie 

la caractéristique 2 devant embrasser toutes les valeurs de la 
fonction qu'elle affecte. 

On peut déterminer cette intégrale en formant toutes ces valeurs 
d'après la table de mortalité , et en les ajoutant ensemble : on dé- 
duira ensuite les capitaux les uns des autres , en observant que 
si l'on nomme jP le . capital relatif à l'âge A^etF' le capital relatif 
à l'âge A-Jri^ on a 

Mais ce procédé se simplifie , lorsque la loi de mortalité est connue , 
et surtout lorsqu'elle est donnée par une fonction rationnelle et 
entière de a:, ce qui est toujours possible, en considérant les 
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tiombres de la taUe de pnortuUté , comme des ordonnées dont les 
âges correspondans sont les abscisses ^ et en faisant passer une 
courbe parabolique par les e;itrémités des deux ordonnées ex- 
trêmes, et de plusieurs ordonnées irïlermédiaires. Les différences 
qui existent entre les dirersès tables de mortalité , permettent de 
regarder ce moyen , comme aussi exact que ces tables > et même 
de s'en tenir à un petit nombre d'ordonnées. 
Faisons 

reprenons la formule {16) du n* 1 1 du premier Livre , qui donne 

a? 

f étant une ceostante arbitraire. Il faut dans le développement 
du preanier AeriBe du second membre de cette équation, par 

rapport aux puissances de ^ , changer une puissance quelconque 

(siJ ^^^^ 5!? ' ^* multiplier par w, le premier terme qui est in- 
dépendant de ^. Oh a ainsi 

* -^ i~^p (1 — p) i.a.(i — py ax* 

Pour déterminer /, on observera que l'intégrale 2 .jfu est nulle , 
lorsque a:= 1 , et qu'elle se termine, lorsque x=ii+i, jÉ^n 
étant la limite de la vie ; car alors elle embrasse les termes cor- 
respondans à tous les nombres 1 , a , 3, . . .w. Désignons donc par 

{u) , f ^ J , etc. ; u\ (-^j ) etc. , les valeurs de " ? 3- > Çtc. corres- 
pondantes àj:=i,etàa: = /i+i;on aura 

ï.te^=*.,'+TT^.[(è)-/'--(ë)],. („, 



]'^iL{!-py • Lw) "■^•(2?)J l 

.+ etc. j 
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Si II ou *^ est constant et égal à Tunité , depuis xcsii jusque 

a:z=:n'y alors la rente viagère doit être payée certainement pen- 
dant le nombre n d'années , et elle devient une annuité. Dans ce 

cas , -j- est nul , et la formule précédente donne ^'^^^ ^ pour le 

capital équivalent à Tannuité h. 

Si « = 1 — - ; alors la probabilité de la viô décroît en progresr 

sien arithmétique , et la formule précédente donne 



i—p \ n.{i—p)J 



pour le capital équivaleAt à la rente viagère h , et ainsi de suite. 

Supposons maintenant que l'on veuille constituer une rente 
viagère h ,. sur plusieurs individus des âges A ^ J + a ^ 
J^a'i-a'y etc. , de sorte que la rente reste aa survivant. Dé- 
signons par jr^y ^x^«,jK*4-«4-«/7 ^*c., les nombres dé la table de 
mortalité, correspondans aux âges-^, -^-f-a, -r^-f-a+o', etc. ; 
la probabilité qu'a le premier individu , de vivre à l'âge A'+'X y 

étante; la probabilité qu*à cet âge, il aura cessé de vivre, est 

y^ 

x^^^. Pareillement, la probabilité qu'a le second individu, de 

y^ 

vivre à l'âge -</+ n-f- or, ou à la fin de la x^* année de la consti- 
tution de la rente , étant î^^^tij la probabilité qull aura cessé de vivre 

y* 

alors , est i -^ -2^ j la probabilité que le troisième individu aura 

y^* 

cessé de vivre , à la même époque de la constitution de là rente , 
est 1 — Xi±±i±^ et ainsi de suite. La probabilité qu'aucun de ces 
individus n'existera à cette époque, est donc 

U^^)ry^y^\.U^ I--fr\ etc. 

En retranchant ce produit, de l'unité; la différence sera la probabilité 
qu'un de ces individus au moins, sera vivant à la fin de la x^'^ 
année de la constitution de la rente. Nommons u cette probabi- 
lité 3 2 • hp'u sera le capital actuel équivalent à la rente viagère A. 
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Mais tfn doit observer en prenant cette intégrale^ que les quantités 
^„j^^^., etc. sont nulles y lorsque leurs indices œ, àr+a, etc. 
surpassent le nombre n , ji -^n étant la limite de la yie. 

8i^^ est une fonction rationnelle et entière de ar, et d'exponen- 
tielles , telles que q% r*, etc. ; on aura &cilement , par les formules 
du premier Livre , Fintégrale h . 2 .p'u. Mais on peut dans tous 
les cas, former au moyen d'une table de mortalité, tous les termes 
de cette intégrale, en prendre la somme, et construire ainsi des 
.tables de rentes viagères, sur une ou plusieurs têtes. 

L'analyse précédente sert pareiDement à déterminer la rente 
viagère que l'on doit faire à un établissement , pour assurer à 
ses héritiers un capital après sa mort. Le capital équivalent à la 
rente viagère h , faite à une personne de l'âge -^ , est par ce qui 

précède, h.S.^--^ , le signe S comprenant tous les termes indu- 

sivement, depuis ar=i jusqu'à la limite de la vie de la personne. 
Nommons hg cette intégrale, et imaginons que l'établissement 
reçoive de cette personne la rente A , et lui donne en échange , 
le capital kg. Concevons ensuite que la même personne place ce 
capital à intérêt perpétuel sur rétablissement lui-même ; l'intérêt 

annuel de l'unité étant r ou ^~^ . Il est clair que l'établissement 

P ^ 

doit rendre le capitaj hg, aux héritiers de la personne. Mais elle 
a fait pendant sa vie , la rente h à l'établissement , et elle en a 

reçu la rente ^•^*~P^ j la rente qu'elle a faite réellement est donc 

hTi — liiizi£i7j ; c'est donc ce qu'elle doit donner annuelle- 
ment à l'établissement, pour assurer à ses héritiers le capital hg. 

Je n'insisterai pas davantage sur ces objets, ainsi que sur ceux 
qui sont relatifs aux établissemens d'assurance de tout genre, parce 
qu'ils ne présentent aucunes difficultés. J^observerai seulement que 
tous ces établiséemens doivent, pour prospérer, se réserver un 
bénéfice, et multiplier cl>nsidérablement leurs afiaires; afin que 
leur bénéfice réel devenant presque certain , ils soient exposés le 
moins qu'il est possible , à de grandes pertes qui pourraient les dé- 
truire. £n efi^t, si le nombre des affaires est ^> et si l'avantage d^ 



V 
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rétablissement dans chacune d'elles , est i; alors il devient extrê- 
mement probable que le bénéfice réel de l'établissement sera sb j 
6 étant supposé un très-grand nombre. 

Pour le faire voir , supposons que s personnes de Vk^ A cons- 
tituent , chacune sur sa tête , une rente viagère h ; et considérons 
une de ces personnes que nous dé^gnerons par C Si C meurt 
duis l'int^valle de la fin de l'année x écoulée depuis la constitu- 
tion de sa rente , à la fin de Fannée :v -f- ^ i rétablissement lui aura 
payé la rente h pendant x années, et la somme de ces paiemens, 
réduite en capital actuel , sera A.{p-f-p'. • . --f-/^) ou S. Ap**' ; or 

la probabilité que C mourra dans cet intervalle, est y'^^^'^' ^ ou 
^ j la valeur de la perte que l'établissement doit akHrs sup- 
porter^ est donc ^ . 2 . hpT*-'. La somme de toutes ces pertes est 

-2.(^'.2.;i/;'*'); (r) 

c'est k capital que C doit verser à la caisse de l'établissement, 
poiu: en recevoir la rente viagère h. On peut observer ici que l'on a 

en intégrant le second menJ:)re de cette équation , la fonction (r) se 
réduit à 

— ^ . 2 . V-h Iiiî^îifi! + constante j 

y^ yo 

or S.jT* se réduit à zéro , lorsque jc=o ; et lorsque .r = «+ 1 , 
y^ est nul par ce qui précède ; la fonction (r) , ou le capital que C 

doit payer à l'établissement , est donc ■ ^''^ ; ce qui est conforme 

y» 

à ce qui précède. Mais sous la forme de la fonction (r) , on peut 
appliquer au bénéfice de l'établissement , l'analyse dun* Sg. En effet, 
on a dans ce cas, par le numéro cité, 

av + Jv'+ a!W'+ etc. = — 2 • (^ . 2 . hp^'^ ; 
ensuite « , a' , etc. étant les valeurs successives de — -^ , on 
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aura 

a/ 4- tJv'- + etc. = 2 . f— ^:^ . (2 . Ap»*"^"] , 
ensorte que 

En supposant que chacune des s personnes qui constitue la 
rente h sur sa tête ,Terse à la caisse de l'établissement, outre le 
capital correspondant à cette rente, une somme b y pour subvenir 
aux frais de l'établissement 3 on aura par le n* 5g , 

=- ./or . c , 



pour la probabilité que le bénéfice réel de l'établissement sera 
compris dans les limites 

Ainsi dans le cas d'un nombre infini d'afiàires , le bénéfice réel de 
rétablissement, devient certain et infini. Mais alors ceux qui traitent 
avec lui , ont un désavantage mathématique qui doit être compensé 
par un avantage moral, dont l'appréciation va être l'objet du chapitre 
suivant. 
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CHAPITRE X. 



De V espérance morale. 

4i. vJn a vu dans le n* a, la différence qui existe entre respérancc 
mathématique et l'espérance morale. L'espérance mathématique 
résultante de l'attente probable d'un ou de plusieurs biens , étant 
le produit de ces. biens , par la probabilité de les obtenir, elle 
peut être évaluée par l'analyse exposée dans ce qui précède. 
L'espérance morale se règle sur mille circonstances qu'il est presque 
impossible de bien évaluer^ Mais nous avons donné dans le numéro 
cité, un principe qui s'appliquant aux cas les plus communs , con- 
duit à des résultats souvent utiles , et dont nous allons développer 
les principaux. 

Diaprés ce principe , x étant la fortune physique d'un individu', 
l'accroissement dx qu'elle reçoit , produit à l'individu un bien 
moral réciproque à cette fortune j l'accroissement de sa fortune 

morale peut donc être exprimé par - — , k étant une constante. 

Ainsi en désignant par y la fortune morale correspondante à la 
fortune physique x , on aura 

^=A.logx4-logA, 

h étant une constante arbitraire que l'on déterminera au moyen 
d'une valeur de y correspondante à une valeur donnée de x. Sur 
cela , nous observerons que l'on ne peut jamais supposer x ^\ y 
nuls ou négatifs , dans l'ordre naturel des choses ; car l'homme qui 
ne possède rien regarde son existence , comme un bien moral qui 
peut être comparé à l'avantage que lui procurerait une fortune 
physique dont il est bien difficile d'assigner la valeur , mais que 
l'on ne peut fixer au-dessous de ce qui lui serait rigoureusement 

nécessaire 
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nécessaîre pour exister ; car on conçoit qu'il ne condcntirak pointa 
recevoir une somme modique, telle que cent franf») ayec la con- 
dition de ne prétendre à rien , lorsqu'il l'aurait dépensée. 

Supposons maintenant que la fortune physique d'un individu 
soit a y et qu'il lui survienne l'expectative d'un des accroissemens 
CL, €yy, etc., ces quantités pouvant être nulles ou même négatives , 
ce qui change les accroissemens en diminutions. Représentons par 
jt>, y , r, etc., les prohabilités respectives de ces accroissemens , la 
somme de ces probahilités étant supposée égale à l'unité. Les for- 
tunes morales correspondantes de l'individu , pourront être 

*vlog(fl4-a)4-logA, it.log(âj+ff)4-logA, A:.log(fl-f>)+logA, etc. 

En multipliant ces fortunes respectivement par leurs probabilités 
j9 , 7 , r, etc. ; la somme de leurs produits sera la fortune morale 
de l'individu , en vertu de son expectative ^ en nommant donc Y 
cette fortune , on aura 

Fs=^/'•Iog(l^4-a)+lr<2r j6g(aH-^ + i&/*-log(a+>')+ etc.4-log il. 

Soit X la fortune phjsiquc qui eorrespond à cette fortune morale ^ 

on aura 

r=A:.logX-f-logA. 

Xia comparaison de ces deux valeurs de Y donne 

X = (a-f-«t>'.(«+ff>^(«+>)'-etc. 

Si Ton retranche la fortune primitive ^, de cette valeur de X; la 
différence sera l'accroissement de la fortune physique qui procu- 
rerait à Pjndividu , le même avantage moral qui résuite pour lui , 
de son expectative. Cette diffîrence est donc l'expression de cet 
avantage, au lieu que l'avantage mathématique a pour expression 

De la résultent plusieurs conséquences iniportantes. L'une d^elles- 
est que le jeu mathématiquement le plus égal, est toujours désa- 
vantageux. En effet, si l'on désigne par a la fortune physique du 
joueur avant de commencer le jeu; par /i, sa probabilité de gagner ^^ 

55 
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et par /i sa mise; celle de don adversaire doit être, pour Pégalîté 

^ij jeu , iLnElJ^ j ainsi le joueur gagnant la partie, sa fortune phy- 

P 

jsique devient «4-^— ^./x, et la probabilité de cela est p. S'il 

perd la partie , sa fortune physique devient a — jia , et la probabî- 
Jîté de cela est i — •;?; en nommant donc X sa fortune physique, 
en' vertu de son expectative , on aura par ce qui précède ^ 

er. cette quantité est plus petite que a , c'est-à-dire que Ton a 

■ ' . • . ■ • ■ ■ • 

OU en prenant les logarithmes hyperboliques y 
• />-log(i + ^.^)-h<i-p).log{i~j)<o. 



Le premier nibmbre de cette équati< 
forme 



^) 



quantité qui est évidemment négative. 

Il résulte encore de; Panalyae précédente, qu^il vaut mîeux' ex*- 
poser sa fortunç , par parties , à des dangers indépendans les uns 
des autres , que de Fexposer toute entièire au même danger. Pour 
le Ëiire voir , supposons qu'un négociant ayant à faire venir par 
mer, une somme €, Texposc sur un seul vaisseau, et que l'obser- 
vation ait fait connaître la probabilité p de l'arrivée ^un vaisseau 
du même genre, dtms le port; l'avantage mathématique du négo- 
ciant , résultant de son expectative , sera pe. Mais si l'on représente 
par Funité sa fortune physique , indépendamment de son expecla,- 
live j sa fortune morale sera par ce qui précède , 

Ap.log(i + 6)-flogA, 
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et son avantage moral sera, en vertu de son expectative | 

quantité plus petite que pê^ car ou a 

^9que lQg(i + 6y ou/7.Iog(i+«) est moindre que log(i+/i£), 
ce qui est évident, lorsqu'on met ces deux logarithmes sous les 

formes fJ^, et r^. 

• Supposons maintenant, que le négociant expose la domme « par 
parties égales y sur r vaisseaux. Sa fortune physique deviendra i+^j 
si tous les vaisseaux arrivent , et la probabilité dé cet événement 
est p\ Si r — I vaisseaux arrivent , la fortune physique du négo- 

ciant devient 1 -f- 2lZi2iî ^ et la probabilité de cet événement est 
rp''^^.(i — p). Si r — a vaisseaux arrivent , la fortuné physique du 
négociant devient i + -- — — • g , et la probabilité de cet événement 



• I 



est -\ .;?'■"•. (i—p)% et ainsi de suite j la fortune morale du aégo- 

çiant est donc par ce qui précède 

( //.log (i+é)+r.y-.<i-p).log(i + ^ . é)] 
'1+ ^ .;/-.(a^p)r.log(i H- il:^ .«)+ etc.) 

e;(pression que Ton peut mettre sous cette, forme , 



Si Von retranche de cette expression , celle de la fortune morale 

jdu négociant, lorsqu'il expose la sommée sur un «oui ¥ai^a«aja, ft 

que l'on obtient en faisant r= i dans la précédente ^ peiq^i ijéA^Ut 

celleHDi à *p/---x7 > ^^ ^^t ^S^ ^ 
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la différence sera 



etc 



€[ette difiërence étant positive y on voit qu'il y a moralement de 
l'avantage à partager la somme c sur plusieurs vaisseaux. Cet avaDh 
tage s'accroît à mesure que l'on augmente le nombre r des vais^ 
seaux; et si ce nombre est très-grand, l'avantage moral devient à 
peu près égal à l'avantage mathématique. 

' Pour le faire voir , reprenons la formule (a) y et donnons-Iuî 
cette forme y 

kp.Jfdx.di.c ^' ^^'-{p^ ''+1— py-' + IogA; (aQ 

llntëgrale relative à x étant prise depuis a: nul jusqu'à x infini 
Dans cet intervalle , le coefficient de djc sous les signes JJTj n'a 
ni maximum ni minimum ; car sa dififêrentielle prise par rapport 
a « y est 

( ^\ X — — — 

— c^"*"^>' .dx\p.r '+1— />y-^[V.(I^-€).^ '^+(1— P).(i+;)]; 

cette difierentielle est constamment négative depuis x =o jusqu'à 
m infini ; ainsi le coefficient lui-joiéme diminue constamment dans 
cet intervalle. C'est donc ici le cas de &ire usage de la formule (A) 
du n* aa du premier Livre, pour avoir, par une approximation cout 
vergente, l'intégrale j3^{£r,j^ étant égal à 

c ^ '^ .{p.c '^i^py-\ 

3Lia quantité que nous avons nommée v dans le numéro cité^ 
devient alors 



iX 



ydx p.c ^ + 1 — p 



ce qui donne 
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V. ! ;. 



dU 
"31 



«te. ; 



tr, -T— , etc. étant ce que deviennent v ^4- ^ etc. , lorsque » est 
nul. Cela posé , la formule (A) citée , donnera 

p.(T— p).f\(i — i) 

.^1^ -, ^ ^+etc.>. 



la formule (a') devient ainsi i à trés-pen près , lorsque r est un grand 
nombre, 

OU 

A: log ( I +j:>« ) +lojgA. 

- • • « 

Maintenant soit X la fortune physique correspondante à cette 
fortune morale j on a par ce qui précède , 

A:.logX+log^^> 

pour la fortune morale correspondante kX^ en comparant donc 
ces deux expressions, on aura 

X= I +pêé 

Dans ce cas , Pavaùtage moral est j?^ 3 il est donc égal à Pavantage 
mathématique. 

Souvent Pavantage moral des individus est augmenté par le 
moyen des caisses d'assurance , en même tems que ces caisse» 
produisent aux assureurs un bénéfice certmu. Supposons, par 
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exemple , qu'un négociant ait une partie e de sa fortune sur uii 
vaisseau dont la probabilité de l'arrivée est /> ; et qu'ihassure cette 
partie , en donnant une somme à la compagnie d'assurance. Pour 
l'égalité parfaite entre les sorts mathématiques de la compagnie et 
du négociant , celui-ci doit donner ( i — /? ) . € pour prix de l'assu- 
rance. En représentant par l'unité , la fortune du négociant , indé- 
pendamment de son expectative € , sa fortune morale sera par ce 

qui précède , 

Ap.log(i + «) + logA, 

dans le cas où il n'assure pas 3 et dans le cas où il assure , elle 
sera 

A:.log(i+/7€)-f-logA; 

or on a 

OU; ce qui revient au même y 



i + P^^J 1 + $' 



p étant moindre que l'unité ) la fortune morale du négociant est 
donc augmentée , au moyen de son assurance. Il peut ainsi faire 
à la compagnie d'assurance , un sacrifice propre à subvenir aux 
frais de l'établissement .et au bénéfice qu'elle doit Êiire. Si Ton 
nomme « ce sacrifice , c'e^t-à-dire , si l'on suppose que le négo- 
ciant donne à la compagnie y pour prix de son assurance, la somme 
(i — />)•€+«, on aura dans le cas de l'égaUté des fortunés 
morales, lorsque le négociant assure, et lorsqu'il n'assure point, 



log (i— «+/!<) =:p.log<iH-£)j 
ce qui donne 

c'est tout ce que le. négociant peut donner à la compagnie , sans 
désavantage moral; il aura donc un avantage moral, en faisant un 
sacrifice moindre que cette valeur de et, et en inême tems,ia 
compagnie aura un bénéfice qui , comme on l'a vu , devient cer- 
tain , quand ses relations sont très^nombreuses. On voit par Vx , 
pomment des établissemens de ce genre , Inen conçus et sagement 
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administrés , peuvent s'assurer un bénéfice réel , en procurant des 
avantages aux personnes qui traitent avec eux : c'est en général 
le but de tous les échanges ; mais ici, par une combinaison par- 
ticulière, réchange a lieu entre deux objets de même nature, dont 
Fun n'est que probable, tandis que l'autre est certain. 

4a. Le principe dont nous venons de faire usage pour calcula' 
l'espérance morale, a été proposé par Daniel BemouUi , pour expli- 
quer la différence entre le résultat du calcul des probabilités et 
l'indication du' sens commun, dans le problème suivant. Deux 
joueurs Â Qi B jouent à croix et pile , avec la condition que A 
paie à J5, deux francs, si croix arrive au premier coup j quatre 
francs , s'il arrive au second coup ; huit francs , s'il arrive au troi- 
sième coup , et ainsi de suite jusqu'au »^"' coup. On demande ce 
que B doit donner à A^ en commençant le jeu. 

Il est visible que l'avantage de B , relatif au preniîer coup , est 
un franc : car il a -^ de probabilité de gagner deux francs à ce coup. 
Son avantage relatif au second coup , est pareillement un franc j 
car il a 7 de probabilité de gagner quatre francs à ce coup , et ainsi 
de suite ; ensorte que la somme de tous ses avantages relatifs aux 
n coups, est n francs. Il doit donc pour l'égalité mathématique du 
jeu , donner à A , cette somme qui devient infinie , si l'on suppose 
que le jeu continue^ à l'infini. 

Cependant personne, à ce jeu, ne risquera avec prudence , une 
somme même assez modique , telle que cent francs. Pour peu que 
l'on réfléchisse à cette espèce de contradiction entre le calcul , et 
ce qu'indique le sens coîntaUn ; on voit facilement qu'elle tient à 
ce que si l'on suppose , par exemple , » = 5o , ce qui donne a** 
pour la somme que B peut espérer au cinquantième coup , cette 
somme immense ne produit point à i?, un avantage moral pro- 
portionnel à sa grandeur j de manière qu'il y a pour lui un désa- 
vantage moral à exposer un franc pour l'obtenir avec la proba* 

bilité excessivement petite -^ de réussir. Mais l'avantage moral que 

peut procurer une somme espérée , dépend d'une infinité de cir- 
constances propres à chaque individu, et qu'il est impossible d'éva- 
lué. La seule considération générale que l'on puisse employer à 
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cet égard , est que plus ou est riche , moins une somme très-petite 
peut être avantageuse j toutes choses égales d'ailleurs. Ainsi la 
supposition la plus naturelle que l'on puisse £iire , est celle d'ua 
avantage moral réciproque , au bien de la personne intéressée. 
C'est à cela que se réduit le principe de Daniel Bemoulli , prin- 
cipe qui , conmie on vient de le voir , fait coïncider les résultats 
du calcul avec les indications du sens commun , et qui donne le 
moyen d'apprécier avec quelque exactitude , ces indications tou- 
jours vagues. Son application au problème dont on vient de parler | 
va nous en fournir un nouvel exemple. 

Nommons a la fortune de B avant le jeu , et jr ce qu'il donne 
au joueur J. Sa fortune devient a — x +a , si croix arrive au pre- 
mier coup j elle devient a — x + a% si crvix arrive au second coup, 
et ainsi de suite jusqu'au coup n , où elle devient a-— x + a*, si 
cjvix n'arrive qu'au coup nf"^. La fortune de B devient a— x, 
si croix n'aiTive point dans les n coups, après lesquels la partie est 

supposée finir ; mai$ la probabilité de ce dernier événement est — . 

En multipliant les logarithmes de ces diverses fortunes par leurs 
probabilités respectives et par A: , on aura par ce qui précède , la 
fortune morale de B en vertu des conditions du jeu , égale à 



- . X- . log {a — ^x+a) + -^ • A: . log {a — x+2^) . . . 



• • •+^-*-log(a— x+a-) +^.A.log(a— x) + logA. 

Mais avant le jeu , sa fortune morale était A. log a + log A ; en éga- 
lant donc ces deux fortunes , pour que B conserve toujours la 
même fortune morale , et repassant des logarithmes aux nombres^ 

on aura , a — x étant supposé égal à a', et faisant ^=«f 



1 



i + ax=(i+a.a) .(i+a*.a) . .: .(H-a".ct) ; (o) 

les fectciîTS (lïf^a*)^, (i+a'a)^ tqûI çn diminuant «ans ce^isç, 

et 



DES PROBABILITÉS. 44x 

et leur limite est runîté j car on a 



1 i 



En effet , si Ton élève à la puissance a'*^*, les deux membres de 

cette inégalité, elle devient 

■ 

et sous cette forme y Pinégalité devient évidente. De plus y le Ioga« 



1 



rithme de (i+a'.a)^ est égal à '' ^f ? ■ 4- ^.log ^flt+ ig; et il est 
visible que cette fonction est nulle dans le cas de i infini , ce qui 



? 



exige que dans ce cas , (1 4* 3'-^) ^oit l'unité. 

Si Ton suppose n infini dans l'équation (o), on a le cas où la 
partie peut se prolonger à l'infini, ce qui est le cas le plus avantageux 
à B. a' et par conséquent a étant supposés connus ; on prendra 
la somme des logarithmes tabulaires d'un assez grand nombre i — 1, 
des premiers acteurs du second membre, pour que a'a soit au moins 
.égal à dix. La somme des logarithmes tabulaires des Êicteurs sui- 
vans, jusqu'à l'infini, sera à très-peu près égale à 

log^ j^ 0+ i)»lo6a . 0,434^945, 

I L*additîon de ces deux sonunes donnera le logarithme tabulaire de 
a'-i-x ou de a. Ainsi l'on aura pour une fortune physique a , supposée 
a JÉbvant le jeu, la valeur de a: qu'il doit donner à ^ au commen* 

. daent du jeu, pour conserver la même fortune morale. En sup- 
posant, par exemple, a' égal à cent, on trouve a = 107^,89; d'où 
il suit que la fortune physique de B étant primitivement 107^,89 , 
il ne doit alors risquer prudemment à ce jeu , que 7^,89 , au lieu 
de la somme infinie que le résultat du calcul indique, lorsqu'on 
fait abstraction de toutes considérations morales. Ayant ainsi la 

- valeur de a relative à a/ =100, il est facile d'en conclure de la 
Biamère suivante , sa valeur relative à a' s=î 2603 en effet on a , dans 
^ " 56 
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ce dernier cas, ,.. 

a= (aoo-f-a)' . (aocH-a*)* . etc.=a . (loe-f-i)' . (loo+a)* . (ioo-f4)^etc- 
Mais on vient de trouver 

(ioo+2)*.(ioo-+4)'.etc. =(io7,89)*j 
donc ^___^^__^ 

a = a . V^IôTTIoT^Sg =r 308,78/ 

Atnsii la foHuni physique de B étant primitivement 208,78, 3 
ne peut risquer prudemment à ce jeu, au-delà de 8^,78. 

43. Nous allons maintenant étendre le principe exposé ci-dessus j 
aux choses dont l'existence est éloignée et incertaine. Pour cela^ 
considérons deux personnes J et JB^ qui veulent placer chacune , 
en viager, un capital y* Elles peuvent le Êdre séparément : elles 
peuvent s'associer et constituer une rente viagère sur leurs têtes ^ 
de manière que la rente soit réversible à celle qui survit à l'autre* 
Examinons quel est le parti le plus avantageux. 

Supposons les deux personnes du même âge , et ayant la même 
fortune annuelle que nous représenterons par l'unité, indépen* 
damment du capital qu'elles veulent placer. Soit € la rente viagérq 
que ce capital leur produirait à chacune , si elles plaçaient leurs 
capitaux séparément , ensorte que leur fortune annuelle devienne 
X -f-^. Nous exprimerons, conformément au principe dont il s'agit, 
leur fortune morale annuelle correspondante, par A:.log(i +^)-f-log A. 
Mais cette fortune n'aura lieu que probablement, à la V'^ année ; 
ainsi en désignant par jr^ la probabih'té que J vivra à la fin de la 
^""' année , on doit multq>lier sa fortune morale annuelle relHKp à 
cette année , par^^» ; en ajoutant donc tous ces produits, leur sflmie 
que nous désignerons par [*.log(i-4-C)4-logA].2.j^,, sera Ce 
que je nonuoue ici , fortune morale viagère. 

Supposons maintenant que AeXB placent la somme 2q de leurs 
capitaux , sur leurs têtes , et que cela produise une rente viagère 6', 
réversible au survivant. Tant que A e\B vivront, chacun d'eux 
ne touchera que \ C de rente viagère, et leur fortune morale an- 
nuelle siTâ f^*lo%{i+j€') +log A. En la multipliant par la j^oba- 
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Mité qu'ils vivront tous deux à lia fin de Tannée^ probabilité égale 
à {jTrYi la somme de ces produits pour touteoes valeurs de x , 
sera la fortune morale viagère de J y relative à la supposition de 
leur existence simultanée ; cette fortune est donc 

[^•log(i + J)4-log*].2-(^.)^ 

La probabilité que jé existera seul à la fin de la a?*'*"' année, est 
j^s — (>'r)*;sa fortune morale viagère relative à son existence 
après la mort de i? , qui rend sa fortune morale annuelle égalé à 
1 + ^'; est donc 

[it.log(i4-^') + logA3.S.[j.,— (j.,)*]. 
La somme de ces deux fonctions , 

k . log (i+l) . 2 . {ysY+t . log(i+f . [2 .y^—l. . (r,)*]+log* . 2 .j^„ 

• 

sera la fortune morale viagère de J dans l'hypothèse où ^ et ^ 
placent conjointement leurs capitaux. 

Si l'on compare cette fortuneii celle que nous venons de trouver 
dans le cas où ils placent séparément leurs capitaux ; on voit qu'il 
y aura pour ^ de l'avantage ou, du désavantage à placer conjoin- 
tement , suivant que 

log(i-f.^),2.(^.)«H-log(i+tf')-[S.r.-2.(/.)«] 

Sera plus grand ou moindre que log(i +Ç).2.y,. Pour le savoir, 
il faut déterminer te rapport de C à ^3 or on a par le n* 4o , 



q^^Ç.X.py 



»j 



étant Finterét annuel de Fargent : on a ensuite par le même 

r 



p 

numéro 



oaa,doac y . .- 

fil aC.ï.p*jr, 

Les tables de mortalité donneront les valeurs de Z .^'^ , 2 . {j^Y^ 
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^ ^P'y* 9 2 •?* (y^Yw^ pourra ainsi juger lequel des deux placemens 
dont il s'agit , est le plus avantageux. 

Supposons € etf'de très-petitesfractions; la quantité log(i4-C).2.^y 
devient à très-peu près C.2.^,, La quantité 

log (i + î).2.(r.)*-f- log (i-f^O^P.j'x-s.Cj..)»] 

devient 

et en substituant pour €' sa valeur précédente, elle devient 






il y a donc de l'avantage à placer conjointement , si 

l'emporte sur 
ou si Ton a 

c'est en effibt ce qui a lieu généralemenf ^ p étant plus petit (pie 
l'unité. 

L'avantage de placer conjointement les capitaux , s'accroît 

par la considération que l'augmentation — de revenu arrive au 

survivant, à un âge ordinairement avancé dans lequel de pkis^ 
grands besoins qui se font sentir , la rendent beaucoup plus utile. 
Cet avantage s'accroît encore de toutes les afièctions qui peuvent 
attacher les deux individus l'un à l'autre, et qui leur font désirer 
le bien-être de celui qui doit survivre. Les établîssemens daûs 
lesquels on peut ainsi placer ses capitaux, et par un léger sacrifice 
de son revenu , aswrer l'existence de sa famille pour un tems où 
Ton doit craindre de ne plus suffire à ses besoins , sont donc trés- 
avantageux aux moeurs , en favorisant les plus doux penchans de 
la nature. Ils n'offrent point l'inconvénient que nous avons remar- 
qué dans les jeux même les plus équitables , celui de rendre fai 
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perte plus sensible que le gain ; puisqu'au contraire , ils offient les 
moyens d'échanger le superflu , contre des ressources assurées 
dans l'avenir. Le Gouvernement doit donc encourager ces établis- 
semens, et les respecter dans ses vicissitudes; car les espérances 
qu'ils présentent , portant sur un avenir éloigné , ils ne peuvent 
prospéreréQu'à l'abri de toute inquiétude sur leur durée. 
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Q"^^t^''''"'^t) 
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fy, . d*» = [ log ( I -f. A •>) J-". 
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tégrale de ré<juation aux différences partielles infiniment petites et finies , que 

Ton 
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67, 



fso yjijm lues liUTièftEft 

l^%iA^ cwe iitxe OQiweiKente prè» du. jnaxinmm 4e la imodEo» âoq» I# i^ê 

îiit*p;al ••• n^'aaj ptSR 88 

Eo^res^OA 60.5^ çonreigente ^ de l'int^grajie dan&ce denûer ca»,, n^ a? » pAgt^ ^ 

Cf qp»e devint. ç^ttQ 9éi?9 > Ipr^qu^ l'intégrale ^t pris^. entre denx limites qni rident 

n^e U &APtî0ii 9Q119 1» aîgu« înti^ffàU Sa, \»l^in: d4p^x&4 ajop d'ipté^nle» ài 

> la Ibnne fl^d^ . ç ^ et prise» depwa t ntï jmsqtkk t infini. &a établit ce 
théoydme 

«• étant la ij^mf-circonffrence dont le rayoxji est ^^nité. On en dédmt. ce 
ré3ultat remarquable,. 

Ça 4fi9Pper ];éiDltat donne par le passage du réel à rimaginaire ^^ 

yîfai.ooa w.c^'^'^qfc ^.e^**\ 

rintégple étant prise depnn^:r nul* fusqa'i^:^' infini: Méthçde di^recte (piî con^ 
duît à cette équation , et de laqueHe on tire h ya]èur du; ThM^^e j^ tonque 
la cpiantîté sous le signe f'eat multipUée par x^ : Tefeur dé Ilntéçnale 

fx^^ 'Aç. 8în rx. c"^"**.. , . . . . •., . . .,. ^^. tf 5fi,, ^9^9^ 

ÔJki>ann»a. aiuk &nmdea 



I » 



/ cfar.co srx /•id^. sih rx _, 



les întégpfahsiétant p i î stadqmii a^an*— ofr jwiqp'à JMn:^o&;-e»roa en-ééArit 

TïT-*^ ^ ''•^^ *t F"^*' ^«WL le» mjSflWL Ki»iit«^>^ W 4;ta»t. «ne 

I xV • SU* • • ' ^ j 

fonction rationnelle et entière de x , d*un degré supérieur à jlf , et n'ayairt pas 
de facteur réel du premiai) 4cjpr4» • ,' • • \ ^ « ^ • • ; n^ nG , page g8 
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«oiienfi^Slpti^n oQAtinqe^^ .....••..,..«•......•.••...• i^*^^> fngê toi 

Jf^ioxin^tion des doubles, triples, etc. intégrales des diff^r|Hffyj<^Hy pH^l^B^ées 
par des fiacteuis élevés à de hautes puissances. Formules en séries conTer- 

. geqUs, fou^ inj^rer <^ de^ lii^ij^ 4q¥u^^ ^ U 4oiit4ffî<>f%rt^i0^^ 
y éfanX unç fonction de j^eX d^ -V. £;i»man d^ ca» où« I!intésmle e^lt prise 
très' -près du m€iximum dey. Expression de l'intégrale en séries conver- 
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l'équation aux difiérences en y, , qui sp partage en deux autres , àontl^ûne est 
tane équation difiFérentielle en f , qui sert à déterminer cette inconnue ; l'autre 
équation donné les linl^M de fitfti^^te 4éfiale. .«.^.^b,. • K^dj^ puge iio 
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est de la forme o =: ^+ s.» Tj y et T étant des fonctions linéaires de y, et 
de ses difiKrences soit finies , soit infiniment petites, tnté^ale de cette dernière 
équation , par uûe série très-convérgente j lorsque ^ est un grand nombre, 
ftemaattue importante sur l'étendue de cette série , qm eét indépendante des 
limites de l'intégrale définie par laqueUe y, est exprimé , et qui subsiste dans 
le cas même où l'équâtiôn avût limites n*a que d^ racines imaginaires. Lorsque 
danà Téquation en y, » s surpasse le premier de^^é ; on ^ëut quelquefois la 
dlk:(mipoàer en plusieurs équations i(cà hé renfiermait que là premtère puissance 
tk s. On petit encore dans 'plusieurs cai , îhtégrélt pir tthë à^p^foihxaiititï très-^- 
éôiifergeilte, réc^iiatièn dï^i^iitteased^.* ï. A*Si, ptlgji lio 

IAlég;raâoli de l'équation ' 

f^,.T^R MêjaX des fonctions. quelconques linéaires de y,^ p et de ses différences 
.iÇiiqdinaires at partielles ^ finies et infiniment petites. • • . . • /. .. nf 3a y p^ge i^ 



CHAP. m. Application des méthodes précédentes , à l'approidma-r^ 
* i(oh ^6 Averses foncttoh^ de tanès^ânds iottmkres. . . • page liiB 

De tapproximaùon des produits composés éCun grand nombre de facteurs 1 et^ 
Adr temiÊi éeê pôtynomêt ékvà à de j^r^d^t piJàmhm.\ ....••• ^^. ict"'* 
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Li'igtégNde d« Téquation o = U + i ).^i — ^*-f i approchée par I^ mM^ci 
du chapitre précédent , et comparée à son intégrale finie , donne par nne^rie 
très-convergente, le produit (ft+ i).(ft + a ). .. .5. En faisant 5 négatif , et 
passant du positif au négatif, et du réel i rimaginaire ^ on parvient à C€tt« 
équation remarquable, 



f ■ 






la première intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini , et h dermère 
intégrale étant prise entre lea limites imaginaires de j;, qui rendent nulle la 



•dx« 



". 



X 



^ fonction ; ce qui donxie un moyen facile d'avoir l'intégrale - , 

■ 

prise depuis x nul jusqu'à x infini. Cette équation donne encore la valent* des^ 

- ^, , rdm.cosm Pm.Am .s\n^ , • _. 1 • .* • c • -r^ 

intégrales I , 1; f / — , prises depuis 41^ nul jusqu a «vmfini. On 

trouve — pour ces intégrales \ leur accord avec les résultats du n® d6 , prouve 
se 

la justesse de ces passages du positif au négatif, et du réel à Fimaginaire : ces 

divers résultats ont été donnés dans les Mémoires de TAcadémie des Sciences ^ 

pour l'année 178a n® 33 , page laS 

Intégrale approchée de l'équation o = ( a' + Vi^ .y,^^ — {a + bs^,y,, d'où Pon 
tire par ime série simple et très-convergente , le terme moyen ou indépendant 

de fl, dubinomefa-f-- J n®34, page i5S 

>Iéthode générale pour avoir par une série convergente , le terme moyen ou 
indépendant de a , dans le développement du polynôme c""" -f- o*"""^*-|-a"*"*^ 
, . . + a"""*+ c* élevé à une très-haute puissance n® 35 , page i38 

Expressions en série convergente , du coefficient de a^ ', dans le développement 
, de cette puissance , et de la somme de ces coeificieas , depuis celui de ar ' jusqa i 
celui de a' ^ ..... . n** 36 , page ij(/S . 

Intégration par approximation , de Téquation aux difiFérencesp' == *.y,4-(5 — i)yt+,. 
On en déduit l'expression de la somme des termes de la puissance très-élevée 
d'un binôme , en arrêtant son développement à' un terme quelconque fort i§loigàé 
du ]^mie^. . . . ... . . . . . . r. i .. ... hî 87 , pagè^td^ 



ï>é fappràUimdtipn ké$ différences ii^tr^menf petites et Jinies ' très^éÙyées ijtes 



I • »• 



ARPr^^on de? diff(^epctt infinime&t petites Jriaj-éleyfcs^de» piÙMUCçs d'«ft 
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' Jiolynome. Exptessîon très-approchécr de la diSérentielIe trèd^ey^ d\m ih^e , 
prise par rapport à son suras. ......•• n* 38 , pàgfe i5i 

Eiqpressîons en intégrales définîes , des différences finies et infiniment' pentes , 
de y, , lorsqu'on est parvenu à lui donner Tune ou Tautre deé formes faffâx , 
fc"*^ n*^ 59 , pi^ i56 

Approximation en séries très-conyergentes de À".-^ ^ n étant un grand nombre. On 

en déduit, au mojen des passages du positif au négatif, et du réel à Fima-* 

ginaire , l'approximation de A", j'. La convergence de la série exige que r surpasse 

. " ' ' ' '' ' • n 

n, et que la différence i— n ne soit pas fort petite par rapport à jr+ -• 

Expression en série de A" .3', dans ce dernier cas n^ 4^ , page 167 

Expression de la différence A" . i', lorsque i est plus petit que ii . . . n* 4* > page 1 Ça 
Expression de la somme des termes de A*. a', en arrêtant son développement 
au terme dans lequel la quantité élevée à la puissance i , commence à devenir 
négative. Approximation en série très-convergente, de la fonction 

(«+rt/n)'=^'— ». Cn4TV^H~a)'=g'+ "'^"~'^\ (n+r^/w— 4)'=^'— etc.; 

dans laquelle on rejette les termes où la quantité élevée à la puissance n ib /; 
est négative, / étant un nombre eiftier peu considérable par rapport â n. 

n''^^, page 16B 

^bctension des méthodes précédentes aux différences finies très-élévées d^ila 
forme à^.Qs+py.^s+p' y.is+p'y'.eic.. «043, pa4e.i7i 

Remarque sur la convergence des séries. n** 44 > P^gc '74 

LIVRE n. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES PROBABE.ITÉS, 



j t 



CHAP. I. Principes généraux 4e cette théorie. ........ ]^ûfgè'i>^7 

IMfinitioti de la probabilité. -Sa mesure est le rappott^db upiâbré des caaf fitro- 

râbles , à celui de tous les cas possibles. 
P' Principe. La probabilité d'un événement composé de deux événement 
simples, est le produit de la ^probabilité d*u» de cep événêmens ^ • par. là pro* 
babijité que cet événement étant arrivé-, Tautre événement aura Ueu/ • •'* ' ^''' 
If ][^Ri!fCiPE. La prob^ilité'dSm évén'emeiat futur , tirée d'un AvéneaienYobseiNrfri 
' est le quotient ^ là division > de 'la {irôbabilité de- Févéneiûent tùmjlibsi ^ éea 
' 'deux \éyénemens , et déterminée* il priori , par far piobabiKté^ âe' l'événemtnt 
s observé , déterminée pareillement d f>fû>ri. ' : ,i' • 

i PJUircirt. Si un év^nèmeDi observé pdit résukw dej» <im^'difffMit»9'; 
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cbée d^ ,1a. n^éme expression , lorsque Ton suppose de plus p tt q égaux ^ «f 
lorsque A est un nombre considérable. Si bz=^ loo , ily a du dësayantage A 
psenér un contre un , que A gagnera la partie dans a3f/6o coups ; mais il 7 « 
de l'aVantage à parier qu*il la ^gagnera dans 0^81 coups. « , • n® 10 ^ page as& 

Un nombre n+ l' de joueurs jouent ensemble aux conditions suivantes. Deux 
d'entre eux jouent d'abord , et celui qui perd se retire après avoir mis un franc 

. au jeu y pour iCy rentrer qu'après que tous les autres joueurs ont joué; ^00 
qui a lieu généralement pour tous les joueurs qui perdent , et qui par ià 
deviennent les derniers. Celui des deux premiers joueurs qui a gagné , joue 
avec le troisième^ et- s'il le gagné, il continue de jouer avec le quatrième, et 
ainsi Âe suite , jusqu'à ce qu*il perde ,' ou jusque ce qu*il ait gagné succès»' 
ve^ne^t tous les joueurs* Dans ce dernier cas, la partie est J^ie. Mais si- le 
joueur gagnant au premier -coup ^ est vaincu par l'un des autres joueurs ; le 
vainqueur joue avec le joueur suivant , et continue de jouer jusqu'à ce qu'il 
soit vaincu , ou jusqu*à ce qu*il ait gagné de suite tous les joueurs. Le jeu 
continue ainsi jusqu*à ce^qu'un des joueurs ga%ne de suite tous les autres ^-^ 
ce qui finit la partie; et alors le joueur qui la gagne , emporte tout ce qui a 
été mis au jeu. Cela posé, on demande,, i"" la probabilité que lejeufiaif^ 
avant ou au nombre x de coups} a^ la probabilité que l'un quelconque des 
joueurs gagnera la partie dans ce nombre de coups ; 3^ son- avantage. Solution 

^nérale du problème. Fonctions génératrices de ces trois quantités , d*oû l'on tire 
leurs valeurs. Expressions fort simples de ceê quantités , lorsque x est infini , 

àvL lorsque le jeu est continué indéfiniment • f • . • n^ 1 1 , page 938 

q étant la probabilité fun événement simple à chaque coup , on demande la 
probabilité de ràMéfieti fois de suite, dam te nombre x de coups. Soludon 
du problème. Fonction ^nétatrice'dè cette probabilké ; d'où l'on tiré l'èsqireéms 
^ la probabilité . ^ 

Ùeux joueurs K eth, dont tes^airesse^ respectives sont q et J ^^q^jouéfità 
cette condition , que celui des deux qui aura Je premier "ùaincu i fuis de suite 
soh advé^saife ,gàgriàti 1d partie; on demandé ' les prohàhiUiési'espéftives 
des joueurs pour gagner la partie , avant ou au coup x" Solution dû problème , 

' au mo^en des fqilctibns' généiattices. Expressions de ces probabilités dans le 
cas de X infini. Sorts' respectif des jbueui^^ en supposant qu'à chaque coup 

' qn'ik perdent ^ ils déposent un francàujeu. ',, n^iÀ; page '1147 

Vnevme étant supposée contenir Ti'^i. boules, distinguées parles n^'o,i,^,fi,,,,jï\ 
• on en tire une boule que Von remet dans tume, après le tirage; on demande 
la'p^ùbabiliié qu'après i tirages , la somme des. nombres Menés sera égale à' s, 
- Solution Su {nx>blème -, fondée sur im artifice singidier qui consiste dârâ l'em- 
ploi d'une 'caractéristique propté à faire connaître- la diminution âuccessiye qu^il 
faut bûré subir à' la variable > dans chaque terme du résditat final des intégra- 
tions suceèssireii > lorsqu'elles sont discontinues. Application de la solution au 
problème tfJi consiste i déten&iner la probabilité' d'aùieiier mi nombre dbhné » 

en 
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W projetant i dis cbacnn , d*un nombre n -f- 1 de £ices ; et ail problime où 
Ton cbercbe la probabilité que la somme des inclinaisons à Técliptique , <f en 
nombre s d'orbites^ sera comprise dans des limites données, en ^rapposAt 
tontes les inclinaisons depuis zéro jusqu'à Fangle droit, également possiUes. 
On frit voir que l'existence d'une cause commune qui a dirigé les mouyemens 
de rotation et de i^yolotion des planètes et des satellites , dans le sens de la rota- 
tion du soleil, est indiquée ayec une probabilité excessivement approchante de 
la certitude , et bieaa, supérieure à celle du plus grand nombre des frits histo^ 
riques , sur lesqudb on ne se permet aucun doute. La même solution appli-» 
quée au mouvement et aux orbites des cent comètes observées jusqu'à ce jour ^ 
prouve que rien n'indique dans ces astres, une cause primitive qui ait tendn 
à les frire mouvoir dans un sens plutôt que dans un autre , ou sous une in- 
clinaison plutôt que sous une autre , au plan de l'édiptique. ... n* i3 , page aSS 

Solution du problème exposé au commencement du numéro précédent, dans le 
cas où le nombre des boules qui portent le même numéro , n'est pas égal i 
l'unité , et varie suivant une loi quelconque n** i4 > P%® ^^^ 

Application de l'artifice exposé dans le n^ i3» à la solution de ce problème* 
Soient i quantités variables dont la somme est b, et dont les lois de possibilité 
sont connues, et peuvent être discontinues ; on propose de trouver la' somme 
des produits de chaque valeur que peut recevoir une fonction quelconque 
donnée de ces variables , mitltipliée par la probabilité correspondante à cette 
valeur» Application de cette solution à la recherche de la probabilité que l'erreur 
du résultat d'un nombre quelconque d'observations dont les lois de frcilité des 
erreurs , sont exprimées par des fonctions rationnelles et entières de ces erreurs ^ 
sera comprise dans des limites donnét». 

Application de la même solution à la recherche d'une lègU propre à frire con* 
. naître le résultat le plus probable des chinions émises par les divers membres 
d'un tribunal : cette règle n'est point applicable aux choix des assemblées élec^ 
torales^ Règle relative à ces choix , lorsqu'on frit abstraction des passions des 
électeurs, Bt des considérations étrangères au mérite , qui peuvent les déterminer. 
Ces diverses causes rendent cette règle sujette à de graves inconvéniens qui l'ont 
bit abandonner. 

Aecherche de la loi de probabilité des erreurs des observations , moyenne entre 
toutes celles qui satisfont aux conditions que les erreurs positives soient les 
mêmes que les erreurs négatives, et que leur probabilité diminue quand elles 
augmentent • * n^ i5 , page aÇa 

CHAP. III. Des lois de la probabilité , qui résultent de la multiplia 
cation indéfinie des éyénemens P^g^ ^7^ 

p étant la probabilité de l'arrivée d^un événement simple à chaque coup ^ et it^ , 

ceUe de sa non-arrivée ; déterminer la probabilité que sur un très^rand nombre 

/m de' coups , le nombre de fois que l'événement aura lieu , sera compris dan^ 

58 
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des Ibmêet ionméet. Solutîoii di| pniUèi»e^ le Mmbre dâ fbk Je pbft 
iMblcyiest np. Expreaston de la probabiIilé<{ae«ce noinbre de fois eem oeiQ{NÎedtBS 
*]e8 limites np ±: /. Les linûleed::/ rettant les «liiiiee , cette {Nrc^Mdiililé «Mgveate 
«recknomiifftx de çoiq»:kproba]iilhé restait bjo^^ rapfiocldtriaterwdle 
' a/des liflBtefl anBonifaré «, se x^asene quand ii augmente; et daaele tae-de a iafini ^ 
caTaj^port-derieatnid^ et k {aokdïiiité té chaage «ac^ La âofaitkmKin 

IMToblèiite y^ oéde nt sot encore 4 déteraûner la prahddbbté qi^.la vaieiv de p 
itipposée ÎBOOiHUie» est compriae dans des liinkfiiidpnDéeB, krsqae enr mi tvèa- 
grand âondire n de odups ^ en txmxiaît le nondire i dea.Éyan muw omiaspo» 

dans a p ^qui sont arrivés, p est alcnrs à tris-peu près ~; et géniêralement^ lors- 

iqae dans an €oap» il dûil: amlper Fun qtukooqne de plnskina événeanae iwmpifq ; 
ks probabilités respectivce de ees événooieos sont à très-^pen près pn^KMdon- 

' neUes an somhre de fins qu'& arriveront dans on trè»<»»grand nombre n de 
ûQups. P étant biP prababililé de rarrirée d'am événemeat composé de deaz 
événement simples dont.p et .1 ^^^aont ks poseibilitéB rcspeodiia'^et 1 •-«-l'itant 
la probabîlîté de la mm-asrivée de oet événement composé ; jk tmt mitrée-^f^^éd 
siombre a d'arrivées et de aotHairievéet du «nAntè événenMBi , on comuît le 

• «ombre î de ses anrivées; on a la probabilité qne Ja. valeaf de .P ecaa aomprisa 
diBS des limites domiées j et 4wnmie.P est tme £Dnoti(tt ooamie de p » en en 

' conclut k probabilité qne Ja vakur de p sera 4x>Diprife dans des limîtee don- 
nées • ^ .^ ^.•.. «....• -f^ i€ , yage 4175 

'Vtu vffnt A rer^rmant nn trèa-^grand nombre n de baides Ma nches et noires ; 
é choffim tirage , <fn en extrait une que ton remplace par une bouk noire; 
on demande la probabilité gu après r tirages , le nombre ëes honks blanches 

sera x. 

• • • t 

La solution dn problème depepd ifune équation linéaire anx d^érences finies 
paitielles du premier orâre^ i coéfficiçns variables. Iléduction de cett^ équa* 
tion i vAe équation aux différences partielles înEnin^ent petites. Intégration de 
cette dernière équation. Application de k soltftion^ àù car où furne eàf rem- 
plie p r imiti ve mctft , de 4:^etre' manière : eoprofette itn prïtmé droit' don^ k i>^e 
étant un polygone régulier de p -f> ç côtés , est a^ez étroite jpour que lé 
irnsmene letoidiefamius^itr -elle ': mtr lés p ^ f^ iacés latérales^ p tout bknches 
et q sont noires, et Ton met daiis l^ime A', à cbaque *prqêction, une bl;)nk 
de k oouleor xit k face sm^ kqtiefle^Ie prisme Tetonibe^ 

peux urnes A et'B' renferment chacune ith trés-gràhd nombre n de boules 
blanches et noires , ie nombr^des bkmches 4UuU égtd à itelid *des npires^, dams 
la totalité dn des boules } on tire en. même iems 2um bouk rie chaque Ufne , 
et ton remet' dans iine urne , ta bouk extraite de t autre. En répétant un 
nombre quelconque r dû foie celte éjfiéftation^.am denumdelaprobobiUêéjfu'il 
y aura x boules blanches dans tume A. > 

. Le .prol^lème dépe^ d'nne -équation linéaire aux différeaeee finies paitiaDça dn 
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êecoad t>rârQ ^ àcoeffictens yariables. Réduction de cette ^(joatioii, inné équa- 
tion aux diffirences partielles infiniment petites du second ordre» Intégration. 
àe cette dMiière équation , au moyen d'une intégrale définie. Développement 
<de cette intégi^e ^ en série». Déterminatioa dea constante^ ile ]^ «érie , au 
moyen de sa râleur initiale. liiéorèmes: analjrtîques relâti& à cet ol^et. Appli- 
cation de la solution, au cas où Turne ui est prioûtivemeiit ren^lie^ conune 
dan» le problème précédent. Valeur mpoyemie des boules blanclia» de ebaqse 
utne,^ après r tirage. Expression générale de cette râleur > dans le cas oà Ton 
M' un nombre e d*umes disposées circdairement , et renfermant chacune un 
0:and nombre n de boules , les unea blanches, et les aulres noires ; chaque tirage 
consistant à extraire en même tems , une boule de chaque urne , et à la 
remettre dans U suivante , en partant de Tunç (Felks , dans un sens déter- 
miné 0^x7^ pagaa84 

CHAP. ly. De la probalûlité des erreurs des résultats moyens 
d'un grand nombre d'obseryations y et des résultats moyens les 
plus avantageux ». • . . page 5o4 

Déterminer la probabilité que la somme des erreurs d'un grand nombre d^obser^ 
4/ations , sera comprise dans des limites données ^ en supposant que la loi de 
possibilité des erreurs est connue , et la même pour chaque observation , et que 

' les erreurs négatives sont aussi possibles que les erreurs positives correspond 
danses. Expression générale de cette probabilité n^ 18 , page 3o4 

Déterminer dans les suppositions préUdentes , la prohabiUté que la somme des 
erreurs d^un grand nombre £ observations , ou la stmune de leurs carrés . de . 
leurs cubes, etc.j sera comprise dans des limites données , abstraction faite 
-du signe. Expression générale de cette probabilité 1 et de I9 somme la plus 
probid^le « • n^ &9» page Sog 

Un élément étant connu à fort peu prés , déterminer sa correction par t ensemble 

duH grand nombre J[ observations. Formation des équations de condition. En 

les disposant de manière que dans chacune d'elles , le coeiEcient de la cbr- 

rection de l'élément ait le même signe , et ks ajoutant^ on forme une équation 

finale qui donne ime correction moyenne. Es^essîon de la probabilîté que 

Veireur dé cette correction- moyenne est comprise dans des limites données. La 

manière k plus générale de fermer" Féquation finale, est de multiplier chaque 

équation de condition , par un fiicteur indétermmé , et fajouter tous ces pro- 

dnits. Expression ' de la probabilité que Feireur de la correetson donnée par 

cettfe éqnïdion finale , est comprise dans des limites données. Expression de 

f erreur moyenne que Ton peut craindre en plus ou en raoin». Détermination 

du système de factem» , qui rend cetës erreur xm minimum. On esi conduit 

alore an résultat que donne la méthode des moindres carrés des erreurs des 

obsenrations. Erreur moyenne de son résultat. Soii expression dépend de la 
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•loi de &cilité des enrenn des ohêetyMÛGùa. Moyen de Ytn rendrâ inâêph^ 
.' dantf. i • *" - . . . . n® flo , page 5îa 

Corriger par t ensemble Sun grand nombre d'observationi , nfusieurs éfémens 
^ déjà conhus à fort peu près. Formation des équations de Condition. En Tes 
multipliant chacone par un &cteur indéterminé , et ajoutant Te^ prôdmfs , on 
forme une première équation Bnale : im second système de facteurs , doilne nne 
seconde équation Bnale ^ et ainsi de suite jusqu'à ce que Ton ait autant adéqua- 
tions finales y qu'il y a d'élémens à corriger. Expressions des erreurs moyennes 
que Fon peut craindre sur chaque élément corrigé par ces équations finales: 
Détermination des systèmes de fiicteurs, par la condition que ces erreurs moyennes 
soient des minima. On retombe alors dans Ta méthode des moindres carrés 
des erreurs dès observations ; d*où il suit que cette méthode est ceBe que le 
calcul des probabilités indique comme étant la plus avantageuse. Expressions des 
erreurs moyennes qu'elle laisse encore i craindre en plus ou en moins , sur 
thaque élément. Ces expressions sont indépendantes de la loi de facilité des 
erreurs de èhaque observation ^ et ne renferment que des données des obser- 
vations. Moyen simple -de- comparer entre elles , du côté de la précision ,- di- 
verses tables astronomiques d'un même astre n"^ âi p^e Saa 

Examen du cas où la possibilité des erreurs négatives^ n'est pas la même que celle 
des erreurs positives. Résultat moyen vers lequel converge la somme des pro- 
duits des erreurs d'un grand nombre d'observations^ par des facteurs quelconques ; 
probabilité de cette convergence , n'' sta, page Ss^ 

Examen du cas où Ton considère les observai^ns déjà fiâtes. Alors Terreur de 
la première 9 donne les erreurs de toutes les autres. La probabilité de cette 
erreur» prise à postsnon , ou d'après les observations déjà feutes , est le pro- 

' duit des probabilités respectives, à priori , des errenw de ch^ique observation. En 
concevant donc ime courbe dont Pabscisse soit Ferrem' de ta première obser- 
ration , et dont ce produit soit l'ordonnée ; cette courbe sera celle des probabilités 
à posteriori f des erreurs de la première observation. L'erreur ^'il fiiut lai sup- 
poser est l'abscisse correspondante à l'ordonnée qui divise Taire de la courbe 
en deux parties égales. La valeur de cette abscisse dépend de la loi inconnue des 
probabilités , à priori, des erreurs des observations ; et dans cette ignorance , 
il convient de s'en tenir au résultat le plus avantageux, déterminé à priori, 
par les articles précédens. Recherche de la loi des probabilités, à priori^ des 
erreurs , qui donne constamment la somme des erreurs , nulle pour le résidtat 
qu'il faut choinr à posteriori. Cette loi doime généralement la règle du jninimum 
des carrés des erreurs des observations. Cette dernière règle devient nécessaire , 
lorsque l'on doit choisir un résultat moyen entre plusieurs résultats domiés chacun, 
par un grand nombre d'observations de divers genre» n* id , page 337 

Recherche du système de oorrections de plusieurs élémens , par un grand nombre 
d'observations, qui rend un minimum y abstraction faite du signe ^ la plus 
pande des erreu» qu'il leur siçpose. Ce système est cehii .qui vend un minimum. 
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Ta «ommc àts ptussances semblables , très-éleyées et paires de dbaqne erreur* 
U diffère peu du système donné par la méthode des moindres carrés des erreura 
des observations. Notice historique sur les méthodes de correction desélémens , 
par les obmrations # < n^ ^4 > P^g^ ^4? 

CH AP. V. Application du Calcul des Prob^ilités , à la recherche 
des phénomènes et de leurs causes page 349 

On peut par Tanalrse des chapitres précédena , appliquée à un grand nombre 
d*observations , déterminer la probabilité de Texistence des phénomènes dont 
retendue est aisez petite pour être comprise dans les limites des erreur» de 
chaque observation. Formules qui expriment que les probabilités de Texistence 
du phénomène et de son étendue , sont comprises dans des limites donnée^^ 
Application à la variation diurne du baromètre ^ et à la rotation de la terre , 
. déduite des expérience» sur la chute des corps. La même analyse est applicable 
aux questions les plus délicates de l'astronomie , de l'économie politique , de la 
médecine , etc. , et à la solution des problèmes sur les hasards ^ trop compliqués , 
pour être résolus directement par Fanalyse. Un plancher étant divisé en petits 
carreaux rectangles , par des lignes parallèles et perpendiculaires entre elleiS f 
déterminer la probabilité qu*en projetant au ha^uird , une aiguil/e , elle nptom- 

. bera sur un joint de ces carreaux. ..*•...••.•••. n* â& ^ pag^ i49 

CHAP. VI. De la probabilité des causes et des événemens futurs ^ 
tirée des événemens observés • p^c 363 

Un événement observé étant composé d'événement simples du même genre , et 
dont la possibilité est inconnue ; déterminer la probabilité que cette possibilité 
est comprise dans des limites données. Expression de cette probabilité, Fonnule 
pour la déterminer par une série très- convergente , lorsque l'événement observé 
est composé d'un grand ndmbre de ces événemens simples. Extension de cette 
formule ^ au cas où Tévénement observé est (^oiùposé de plusietlrs genres différent 
d'événemens simples « . . • n* à6 ^ pacge 363 

Application de ce» formules aux problèmes suivam. Deux joueurs AetB jouent 
ensemble à cette condition, que celui qui sur trois coups en aura gagné deux , 
gagnera la partie, te troisième coup n'étant pas joué comme inutile , si le même 
joueur gogne les deux premiers coups. Sur un grand nombre n de parties 
gagnées ,A en a gagné le nombre ï f on demande la probabilité que son 
adresse , respectivement au joueur B ^ est comprise dans des limites données. 

On demande la probabilité que le nombre des coups joués est compris dans des 
limites déterminées. Enfin , ce dernier nombre étant supposé connu, cnde^ 
mande la probabilité que le nombre des parties est compris dans- des limites 
donnas. 

Solution» de ces divers problèmes, • » • . ^ *.•«.'•#••• ^ # *, n^ ^7 > p^ 3^9 
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AppUofttkm diN t^rmvAes du n* a6 , anx mùssamcct obtervées dcna les prindpaflt 
lieux de FEnrope. Partout le nombre dee oaitMances des garçon» eat supérienr à 
cehii de» naiiâaBcee des Gïles. Déterminer la probabilité guil existe une cause 
éonsittnie dm cetlR supériorité , d'après les naissances observées ffians un lieu 
donné. Solution du problème. Cette probabilité pour Paris , di£Eère excessire* 
mtttî peu de la oertitode n* rà , page 377 

A Paris, le rapport des baptéfmes des garçons i ceux des Elles , est — r, tandis 

qu*à Londres, ce rapport est -I. Déterminer la probabilité quil existe une 

cause constante de cette différente. Solution du [Mroblàme. Cette probabilité 
csr frès'grande. Conjecture yraisembldi^ sur cette causv. ... nP 29 , page 38i 
Bedicpche de la probabilité des résidtato fondés siur les taUes de ountalité ou 
, d'aSBuxanos , construites sur un gittnd nombre d'observotkms. 

Supposant que sur an grand nombre p d^indiuidus de Sage A, on ait ebsavé 

' quil en existe q à tâge A-f-a, r à Page A-|-a-f-a^ etc. ^déterminer la 

probabilité que sur un grandnombre p' d^individus du même âge A, il en 

existera ^ :h z à Fàge A + a » ^àzîf à tâge A +a' j etc. Solution du 

P P 

prbblètne. Il en résulte qu'en augmentant le nombre p-, on approche sans 

cesse de la vraie loi de* mortalité , ayee laqneQe les résultat» des observations 

coïncideraient j sip était infini n® 3o , page 384 

Evaluer au moyen des naissances annuelles , la population d'un vaste empire* 
Solution du problèinel Application à la France, Probdjilité que f erreur de 
cette éyaluation sera comprît* cUt» des limites données n* 3i , page 3^1 

E^'n esitm de la probabilité d'un événement futur , tirée d'un événement observé. 
Ijorsque l'événement futur est composé d*un nomlnre 4'événemens sâbples , 
beaucoiç plus petit que celui des év^nemens simples qui entrent dans l'évé- 
nement observa ; on peut sans erreur sensible , déterminer la possibilité de 
révénement futur , en supposant à chaque événement simple ^ la possibilité qui 
rend l'événement observé , le plus probable n^ 3a ^ page Sq4 

Depuis tépoque où ton a tU^tingué à Paris , sur les registres y les naissances 

de chaque sexe , ar^ a observé que le nombre des. mdssflnces masctfJines rem-- 

. perte sur celui des naissances féminiaes ; déterminer la probabilité que cette 

supériorité annuelle se maintiendra dans un interMaUe de tems donné , par 

exemple, dans tespace iun siècle. . • ••••>•,.. n*^ , page Sgj 

ÇHAP. Vn, De l'influence des inégalités inconnues qui peuvent 
exister entre des chances que Ton suppose parÊdtement égales , 
p ^ •••••• .••••• page 4o2 

Examen des cas dans lesquek cette influence est favorable ou contraire. Elle 
(et contraire i celui- qui , au jeu de croîjr et jnle , parié d'affiener tfotx na 
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•nombre Impair de Sois , dans an jBDiabre pair de-conpt. Mo^ieii de «oftigèr'oetté 
influence ••••^ ...«., n^54> psge 4oa 

CHAP. YIjV. Des durées moyennes de la vie, des xnarkges «t des 
associations qu/dconques . ••«.•.... •« . page 4o8 

ijq>resâiûn de la probabilité ^e la durée moyenne de la vie d'un grand nombre 
il d*enfans ^ ^em comprise dans ces limites , vnde d«rée moyenne 4e Ja vie ^ 
plus ou moins une quantité donnée très-petite. Il en résulte que cette pro- 
babîTité croit sann oeêae à mesure çple le nombre tdes enfans ^ffîgnv>iit^ , ^ 

. que dans le cas d un nombre infini , cette probabilité se confond avec la certi- 
tude , Finterva^le des limite» devenant infiniment petit ou nul. "Expression de 
l'erreur moyenne que Ton peut craindre en prenant pour durée moyenne 
de la vie ^ celle d*un grand nombre d'enfàns. Règle pour conclure des tables 
de mortalité , la durée moyenne de ce qui reste à vivre , à une personne d'un 
âge donné. ^ ...... . u* 35 , page 408 

Expression de la . durée moyenne de 1^ vie , si Tune des causes de mortalité vient à 
s'éteindre. Expression particulière an cas ou Ton parvient à détruire une malàdi» 
qu on ne peut contracter qu'une foi» dans la vie. L*extinction de la petite 
vérole , an moyen de la vaccine , accroîtrait de plus de troi» années , la durée 
moyenne de la vie , si Taccroissement de population qui en résulterait , n'était 
point arrêté par le défaut de subsistances n" 56^ page 4^^ 

De la durée moyenne des mariages. Expression de leur durée moyenne la 
plus probable ; et de Ta probia>tIité que Terreur de cette es^ession est comprise 
dans des limites données. De la duréo moyenne des associations fopnées .d'un 
nombre quelconque d'individus n** 3/ , page 4*5 

CHAP. IX. Des bénéfices dépendans de la prot)ai>ilJté des eréné- 
mens futurs. • page ^xq 

Si Fort attend un nombre quelconque tTévënemens simples éoni les probeibilités 
soient connues , et Sont F arrivée procure un avantage , leur non'^^arnvée causant 
-une perte ; déterminer ie bénéfice mathématique résultant de ^leur attente. 
Expression de la probabilité que le bénéfice réel sera compris dans dea 
limites données y quand le nombre des événemens attendus est très-grand. Quel- 
que peu d'avaàtage que produise chaque événement attendu ; le bénéfice devient 
infiniment grand et certain ^ quand le nombre des' événemens est supposé 
infini , n^ 38 ^ page 4^9 

Si les diverses chances d'un événement attendu, produisent des avantages et 

des pertes dont les probabilités respectives soient données ; déterminer le béné" 

Jice mathématique résultant de F attente dCun nombre quelconque d' événemens 

semblables. Expression de la probabilité que le bénéfice réel sera compris. 

dans des limites données , lorsque ce nombre est très-pand. . . n** 3$ , page 4^ 
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Des bénéfices des établissemens fondés sur les probabilités de la vîe. Expression 
du capital qu*il faut donner pour constituer une rente viagère sur une ou 
plusieurs têtes. Expression de la rente qu*un individu doit donner à un 
établissement , pour assurer à ^^^ héritiers un capital payable à sa mort. Ex- 
pression de la probabilité que le bénéfice- réel de l'établissement sera comprit 
dans des limites données ^ en supposant qu*un grand nombre d'individus , en 
constituant chacun ime rente sur sa téte^ versent chacun une somme déter- 
minée dans la caisse de rétablissement^ pour subvenir i sea frais, n® $p^ page 42G. 

CHAP. X« De l'espérance morale.. page 45a 

Expression de la fortune morale^ en partant de ce principe^ que le bien moral 
procuré à un individu^ par une sonune infiniment petite, e&t proportionnel 
à cette somme divisée par la fortune physique de cet individu. Expression 
de la fortune morale résultante de l'expectative d'un nombre quelconque 
d'événemens qui procurent des bénéfices dont les probabilités respectives sont 
connues. Expression de fortune physique correspondante à cette fortune morale. 
L'accroissement de cette fortune physique , résultant des événemens attendus , 
est ce que je nomme avantage moral relatif à ces événemens. Conséquences 
qui résultent de ces expressions. Le jeu mathématiquement le plus égal ^ est 
toujours désavantageux. Il vaut mieux exposer sa fortune par parties , à des 
dangers indépendans les uns des autres^ que de l'exposer toute entière au 
même danger. En divisant ainsi sa fortune , l'avantage moral se rapproche sans 
cesse de l'avantage mathématique et finit par coïncider avec lui, lorsque la 
division est supposée infinie, L*avaD**6» ^ld^d peut être augmenté au moyen 
de? caissjes d'assurance p ^^ même tems que ces caisses produisent aux assu-* 
reurs un bénéfice certain n* 4^ > P^ge 43a 

£3q>lication| au moyen de 1/a théorie précédente, dhm paradoxe que présente 
le calcul des probabilités ^"^ ^, p^e 439 

Ck)mparaison de l'avantage moral du placement d'un même capital , sur une 
tête , avec celui du placement sur deux têtes. On peut à la fois , par de 
semblables placemens, accroître son propre avantage, et assurer dans l'avenir 
le sort d^ personnes qui nous intéres3ent, . • . • , n^ 4^, page 44^ 
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ERRATA. 



Pag. 3 y lign. 3a, Supprimez le mot électorales, 

lo, 5, A*.j^*, lisez A*/-,. 

ï3> ^> 'x+^ /wc« «*+'. 

91 1 écrirez {A) à côté de la première fonnnle. 

lisez • 



*'-df 

Ibid., 7Q, Q, lisez V, 

34, ai, ^", lisez q". 

37, i c^^tX*t lisez y a. a.'. 

41, 14 ) affectez du signe — Fespotant de la seconde exponenticUe. 

61, 3, ( — i?)'+S lisez (— j5)'. 

63, 3, V .^oy«/'fr> ^w« AT. v\y«»«'"H- 

70, 6, fini, /fies égal à rimité. 

85, a3, - =, lisez — =. 

' F ^a. • * 

99 y 19, après positifs , ajoutez et n étant impair, 

lio, 4y ^^ 33 > /(«es n* ai. 

ia7, ai, fx'^dx.c^* , lisez fx'dx.c-*, 

Ihid.i a5, n^ 3o, lisez n^ 3i. 

xa9, 4> rfdx.c-', lisez fx dx,c^*, 

x3a, aa, / — p-, lisez fer— ,x'dx. 

Ihid., a5, o = — , /ûes osai/. — — 

]35, 16 et 18, <2^, lisez xd^. 

x36, ao, an — an', lisez an'— a«. 

i38, 7, nOa7, lisez n© a4. 

i47> a, «^fiices :p i/ — i.sin/^. 

/ — Z y_ 

Ihid., 4> <* ' "**'* — — : c^ «^ , lisez cozimr, 

Ibid. , 7 , supprimez la phrase entièn% 

160, X» — n.c*, /«» —ne*. 

' ' l , ligne dernière , n« 3a , lisez u? 33. 1 

i65, 7, n* 3a, lisez n» 33. 

i68, i3, cos Çzx' — ^) , lisez cos ^«x' — ï^). 

17a, 10, qni la précèdent, lisez précédentes. 

174, a, aiJ, lisez ^is', 

175, ii> f^t'C , lisez fdt.c 

__._ -, — ar«— r" ,. -, — ar*— «• 

/6(a., ia,/aas.c , luez fzdz,c 
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Pa«- »99» ï'fin- aï, y |, /wet y ^. 
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(l/â-lj 



1/a 
aoo, i8, , Usez log 

ao3, I » n* da , /»^c no 33. 

aai, a6, (n — *-4-a), lisez (/i — i-^i). 

aaa, a3, (AT— r) , /mm (T— r>. 

aa3y 5, n» 3a, /i^ez n» 33. 

aa5, a , « — i , /«cz i — a. 

a3<>, i5,^«,a+if, /lies j^«,*4-«< — r«»«+»'-«* 

a36, a3, a<> a6, Usez a5. 

a38, 8, ^ r». Usez 1 r'». 

»43, 7 et 8, 1m denz eqnadoiu soi?aiiCef, lisez Véqutiûon niiraaie. 

953, 5, a', /liez ai. 

a54, ao, 4-3, lisez -4- a. 

a88, 3i, x«.).,,r, /«es z^^-i^r. 

3oo, a4, ^ , /«« 2l2. 

IW., a5, -Z(o), /ûes ^Z(o). 

a a 

3o4, i8, c""'* *^"^', /«« coi/». 

/AW. , ao, crfaces — V^^.sin/'v. 

3io, II, ^, /ûtfx iiy. 

3ii, la, Mra la, lisez wra la demi. 

3a8, a3, J.iyCO», /«« J-.^CO*. 

35o, ,8, — —, lisez V/^ 

^S3, 9, do point de dt'part, lisez âe Paria» 

354, 8 ei i5, — ^, ^ie» a V^4- 

Ms 3'* •• 8r 

»o, ao, — , /ue» — • 

a ax 

Ibid., aa, diyitions.y lisez dÎTÎûons, anltîplw par te rapport» d« la cÎKoitfrrcncc & 

quatre diamètret. 

f3— a<i)* (3— aa)^ 

3:5, i5, A, /«e« A'. 



*?■' 



-'""^^^/î 






9, c. Use» -« 
P 



Fag. 387, H^. 

39a, ai, fie ce résultat, lisez de 9^. 



/^., ligne dernière, la probabilité. Usez proportionnel à la probabilitA 



395, 

S96, 
400, 

nid., 

4"» 

4i4> 
430, 

435, 

436, 

44i. 



'4, zk. ' '"" zr.* 



ds 
%dx * ""'^ tdx^ 
dr ,. dY 

4» n* 97, lisez n* 38. 

16, no d8, /ûes n<* a^ 
II, 89, lisez 36. 

i4> sdr, lisez nzdx% 

ai, ar=:o, /ûez xsi. 

a3, ce qni réduit, /iie« ce qni, abstraction iaite delogft, lédnit 

2, Mp . , lisez hp,(i — ^) .-^ , 

17, «. a*'-» , lisez 3«a*-«. 
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ERRATA. 

Page 3^ ligne 5, à compter du bas^ supprimez le mot électorales. 

i3, 4 ^° remont. ^ aux coeificiens de t^^i , lisez au coefficient de f^» 

4i , i4> substituez entre les crochets — c à 



et a 

C 



109, »* /i". *'*'..> lisez jf'.e^'... 



lag, 4> Axydx.c ^, lisez Afxf^'.dx.c 

^ ne* ,. ne* 

ibo, 1, — •-; — , lisez — -- — . 

e* — 1 c^— 1 

iSi et i6fl, ligne dernière, n** Sa, //jez n*" 33. 

ao3, I, n<» 3a, /wea n« 33. 

249* ï9i ^« lien de x — 1, lisez x+i. 

412, 11, au lictt de 39, /wea 36. 
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